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   جمعیت با ترجیحاتیرشد بهینه
 CIES1نامحدود  در مدل رمزی با افق   

  *لیلا ترکی  ودکتر رحیم دلالی اصفهانی، دکتر رالف وانگ
  

 ۲۷/۶/۸۵:          تاريخ پذيرش۲۹/۳/۸۵:  تاريخ وصول

  
  :چکیده

 کشش  از نوعایدورهبا به کار گیری ترجیحات مصرف بین    
خاص در تابع  انسانی به شکل یو سرمایه 2 (CIES) ابتجانشینی ث

 ترجیحات ی جمعیت را وقتی بهینهکوشد رشداین مقاله می  تولید
 و در ایدوره نوع کشش جانشینی ثابت بین از ایدورهمصرف بین 

   نتایج تحقیق نشان داد که.بررسی نمایدباشد، فضای مرسوم رمزی 
 نرخ تنزیل ذهنی استنتاجی  بارابر جمعیت دقیقا بینرخ رشد بهینه

    .از مدل با افق نامحدود رمزی است
 JEL:  J11طبقه بندی 

  
  ، مدل رمزیCIESرشد جمعیت، تابع :  کلیدیهایواژه

  

                                                 
  .  اوليه توسط نويسندگان استي اين مقاله شكل تعميم يافته و مدرن شده مقاله۱
و دانشجوي ي ت علمعضو هيا اقتصاد دانشگاه ژجيانگ چين، يي دانشكدهت علم به ترتيب، عضو هيا∗

 )com.gmail@Ltorki( .صاد دانشگاه اصفهانی دكتري اقتدوره
2 Constant Inter Period Elasticity of Substitution 
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   مقدمه-1
، )1965 4، کوپمن و1965 3،مثل کاس (،کلاسیک مشهورنئوهای در تئوری

اما در برخی از الگوهای دیگر  . گرفته شده است در نظرجمعیت برونزا  یرشد بهینه
توان شرایطی را   می،)1975( 5ئلسونو زندگی سامیالگوی مصارف دورهمانند مدل 

 ی که بر اساس قاعدهدر نظر گرفتبرای نرخ رشد جمعیت بهینه در حالت پایا 
) 1995 (7لیوسپا .  به دست آید، جمعیت رشدسیر و بدون ملاحظات 6یطلای

   حالت پایا را  رشد جمعیت بهینه درای چند گانهمسیرهنشان داده است که 
نیز در مطالعات تجربی،   موضوعاین.  ارائه کرد سرانه یبر حسب سرمایهتوان می

 رشد جمعیت به سیر این در حالی است که ،البته . مورد تأیید قرار گرفته است
  .   متمرکز کنترلی و بدون ملاحظات دیگر در نظر گرفته شده استصورت

 ی ادبیات موجود، هدف اصلی این مقاله تحلیل نرخ رشد بهینهتوجه بهبا 
کشش جانشینی ثابت بین ای از نوع  ترجیحات مصرف بین دوره در شرایطجمعیت

  .  است8و در فضای مرسوم رمزی (CIES)ای دوره
های رشد جمعیت، تحمیل ی حاضر هیچ فرض قبلی بر نوع ویژگیاله مقدر

 رشد )2004 (9اخیر لمیجوکی مقاله در مطالعات دیگر همچون حال آنکه . شودنمی
 و سپس ی سرانه ابتدا افزایشیبر اساس سرمایه) با سطح خالص باروری(جمعیت 
 به ، انتقال تحولات جمعیتی متناظری نقطهودر نظر گرفته شده است کاهشی 

ی سرمایهدر این مقاله  ، برونزا فرض شده است، کشورییدلیل مشخصات ویژه
 تخاب نرخ باروری برشود و اندر تابع تولید لحاظ میبه عنوان متغیر اصلی انسانی 

  . محدودیت بودجه و همچنین مطلوبیت خانوار اثر می گذارد
بخش دوم به بررسی فروض .   بخش تنظیم شده استچهاراین مقاله در 

م نتایج کند و در بخش چهارشرط تعادل را بیان میبخش سوم .  پردازداساسی می
  .گرددتحقیق ارایه می

                                                 
3 Cass 
4 Koopmans 
5 Samuelson 

دهد که وقتي اقتصاد به آن مسير دست يافت براي هميشه توضيح ميمسير رشدي را    *k طلائي يقاعده 6
  .ي ديگر ارائه خواهد داد مسيرهايمه بيشتري را نسبت به هيمصرف سرانه

7 Palivos 
 .راجعه شودبراي توضيح بيشتر به کتاب بلانچارد و فيشر م 8

9 Lehmijoki 
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   فروض اساسی-2
   ترجیحات-2-1

طور که در بالا ذکر شد، ترجیحات بین زمانی مصرفی افراد به صورت همان
RRUتابع مطلوبیت  این تصریح به .  شودمی نشان داده CIES، به صورت :+→

  .صورت زیر قابل ارائه است

)1       (                                                               
)-(

C(t)
U(C(t))

δ-

δ
= 1

1 

 

 δ > 0,δ≠  1 
مصرف فرد در طول زمان نشانگر  C(t)  نشانگر مطلوبیت،Uی فوق در رابطه

 ، یا ضریب ریسک گریزی نسبی استC(t) اساس  کشش مطلوبیت نهائی برδو 

δ=σ اینی بین دورهبه طوری که کشش جانشی
  .  است1

)آن خانوار و نرخ رشد نمائی ی اندازهN(t) اگر  )tη برای سادگیباشد و ، 
N(0)ه شود، در آن صورت به یک نرمالایز ( ) tet ηη  مطلوبیت آنی خانوار در =
   شودزیر تصریح میبه صورت  است که tزمان 

U(C(t)) = exp {-∫ t
0 [θ-η(τ)] dτ}                                                )2(  

   .نرخ تنزیل ذهنی استنشانگر  θکه در آن 
 هستند و هیچ اثر جانبی ابت استاندارد که خانوارها همسان در حالت رق

 برنامه  مدل از طریق غیر متمرکز با حلشرایطر  دمدلحل رقابتی  وجود ندارد،
بر  را خودما تحلیل در این مقاله  بنابراین،  .شود  در حالت متمرکز منطبق مییریز
عمومیت این تمرکز از که ، بدون اینکنیمی بهینه یابی خانوار محدود میلها مسروی
 .مورد بررسی بکاهدله امس

  
   تکنولوژی-2-2

 تابع تولید ی شده در این اقتصاد به وسیلهتکنولوژی به کار برده
++ → RRF    . گرددمیتصریح به صورت زیر  :3

F(k(t), H(t), N(t))=k(t)aH(t)bL(t)1-(a+b) 
 0<a<1, 0<b<1 )3                      (                                                  
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 نیروی کار L(t) انسانی و ی سرمایهH(t) یکی، فیزی سرمایهK(t)ی فوق در رابطه
 ی و همگن از درجهی مقعر، به طور یکنواخت افزایشL(t) و F(k(t)) ،H(t) . است
  . هستندیک 

ای های گوشهحلراه  ها بهبرای اجتناب از انحصار راه حل 10شرایط اینادا
 ویل و ر،شرایط روم برای تقویت نتایج از نقطه نظر تجربی،  است وتأمین شده

  . در تصریح مدل تامین شده است) 1992 (11منکیو
 غیر فراغتی در هر  مشخصهر فرد دارای یک زمانلازم به توضیح است که 

 را به عنوان بخشی از w(t)ما  . شود دوره است که بین کار و تحصیل تقسیم می
 به طوری که ،گیریم فرد در نظر میاختصاص داده شده به کاری توسط هرزمان 
  . زیر است نیروی کار به صورتیعرضه

 L(t)=W(t)N(t) )4                                                                         (  

تواند به صورت زیر نوشته تابع تولید سرانه می یک، یجهبه دلیل همگنی در
  .شود

)5(          ( ) ( ) ( ) ( )b+aba twthtk
tN

tL
tHtkthtkf ≡ 1=)

)(

)(
),(),(F(  ))(),((  

 یرانه و سرمایه فیزیکی سی به ترتیب سرمایهh(t) و k(t) ی فوقرابطهدر 
  .دهندانسانی را نشان می
) 1988 (12 لوکاسبه تبعیت از را  سرانهیبرای رشد سرمایهلازم تکنولوژی 

  :نماییممیتبیین به صورت زیر 
( ) ( )( ) ( ) 0>σ,t ht w- σ=t h 1  )6                                                 (  

  : شودزیر حاصل می یسیلی، نتیجهنی دیفرا معادلهبا حل این
( ) ( )tgeth ϕ= ) 7                                                                              (  

                                                 
                        : وقتی صادق است که داشته باشيم(Inada)دا اشرايط اين 10

                                                                                                                 
 

11 Romer, Weil and Mankiw 
12 Lucas 

{
∞=)0(f ′
0=)∞(f ′

0=)0(f
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=dtw(t)σ به صورتϕ(t) که در آن )∫ -(1ϕ(t) مقدار ثابت   .شودتعریف میg 
  . شخص شودتواند از شرط اولیه ممی

  شود عبارت زیر حاصل می ،)3(ی  در معادلهh(t)با جایگزینی عبارت 

)8(                                                                    ak(t)(t)=f(k(t)) λ  
 .شودبه صورت زیر تعریف میλ(t)که در آن 

[ ] b)+(a-1(t))b(b w(t)eg=λ(t) φ  )9   (                                             
          

   تعادل-3
  ، فرض  کاسته شوداله از عمومیت مسبرای ساده سازی و بدون اینکه

 ، بنابراین .محدود دارنداندگی نو خانوارها زصفر باشد  کنیم که استهلاک سرمایهمی
   .خواهد بود به شکل زیر اصلی یلهامس

)10(                           [ ] }dt d) (-θ{-  u(c(t))exp max t
00 ττη∫∫∞   

 .به صورت زیر استk(t)با توجه به اینکه 

)11      (                                       (t)k(t)c(t)f(k(t))=(t)k η--  
   . متغیر است،شود که نرخ تنزیل موثر ملاحظه میبنابراین،

با ) 1968 (13زاوابه پیروی از اوی، بهینه ساز یلهابه منظور حل این مس

  dtηθt  مجازیبرقراری زمان
0  ][∫∆ (t)=(t) )یا معادل آن  - ) ( )tη-θ=

dt

tdΔ 
بر حسب زمان مجازی به صورت توان میی بهینه سازی مورد نظر را مجددا مساله

  .بازنویسی کردزیر 

)12(                                           [ ] (t)d}e
(t)θ

u(c(t))
{max ) Δ(t  

0 ∆-∞∫ η-   
  ی زیررابطهبا توجه به 

)13(                                          
(t)]-[θ

(t)R(t)]-c(t)-[f(k(t))
=

(t)d

dk(t)

η
η

∆  

  

                                                 
13 Uzawa 
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  .ت زیر است به صور14هامیلتونی) بر حسب زمان مجازی(ارزش حال 

( ) ( ) ( ) [ ]{ }kcf(k)V+CU
θ

Vk,,W,C,H η
η

η ---
1

= )14                  (  
  

   16: داریم15یاگینرنتوبا کاربرد اصل ماکزیمم پ
)15(                                                                                  ( ) vcu =′  

)16(                                                           ]+
)]([

[= 1-1-1 b+a

de
w

abt

 

  
  .  مقداری ثابت استd ی فوقرابطهدر 

  :توان نوشتبنابراین، می
)17(                                                           0=θK]-C-V[F(K)+U  

)18(                                                 ( )[ ]kf-θV=)
dt

dΔ
()

dΔ

dv
(=V

0

′  
   .  برقرار است17 که شرط تراگردیبر این استفرض در روابط فوق 

تغییرات مصرف و به صورت زیر ) 1 (ی این شروط و معادلهیبا ملاحظه
  . شودروابط زیر ارایه می طول زمان به ترتیب توسط سرمایه در

)19(                                                                            θ]-(k)fσ[=
c
c
0

′  
)20(                                                                     ( )[ ]kkfk θσ −=°  

مصرف بهینه به عنوان تابعی ) 17(و ) 15(و ) 1(های علاوه بر این، از معادله
  .آیدبه دست میبه صورت زیر  R ی فیزیکی سرانهیاز سرمایه

 )21(                                                                  ( ) ( )[ ]θKkfσ=C --1  
 ی، نرخ رشد بهینه11 یدر معادله) 21(و ) 20 (ینهایتا، با جانشینی معادله

  . شودین مییع تηt)(*  یعنیجمعیت،

                                                 
14 Hamiltony 
15 Pontriagine 

  .مراجعه شودبرای توضیح بیشتر به کتاب اقتصاد ریاضی تاکایاما  16
17 Transversality Condition 
 



   ...ی جمعيت با ترجيحات رشد بهينه 
  

١٣٩

)22  (                                                                              θ(t) * =η ][   
   .نرخ تنزیل ذهنی استبا  دقیقا برابر  ثابت است و به زمان بستگی ندارد وین نرخا

 
   نتیجه گیری -4

 مدل بسیار ساده شده رمزی با  نقشی کلیدی درCIESویژگی ترجیحات 
 کشش ی در این متن، مصرف به طور خطی بر پایه .کندافق نامحدود بازی می

 که مقدار در این مدل لازم است.  یابدیشینی بین دوره ای کاهش یا افزایش مجان
   ی متناسب با ذخیره دقیقاً، منابع تخصیص یافته به گسترش سرمایهیبهینه
KKCRFkیعنی  (ی موجودیسرانه θη =°−−=  نرخ ،بنابراین .  باشد)*)(

تواند با تصمیمات  میاست،نرخ تنزیل با  برابر که دقیقا جمعیت ثابت یرشد بهینه
 ،مردم) بازرگانی( دولت در کار یازی مناسب حتی تحت عدم ملاحظهپس اند

 θو  η* شهودی بین  تساویاین نرخ مشابه با نتایج ساموئلسون از.  تأمین شود
  . است

نرخ رشد جمعیت بالاتر یا نرخ زاد و صبری بیشتر افراد، لازم است که با بی
 ی زیرا سرمایه تأمین کرد؛ی آتی تنزیل شده راولد بیشتری داشت تا درآمد سرانه

  . یابدافزایش می) 10ی معادله(ن انسانی سرانه در طول زما
خ تنزیل شرطی  واقعی را به عنوان نریبه طور تقریبی، اگر ما نرخ بهره

های فرصتی سرمایه گذاری تواند به خوبی بر حسب هزینه  میبگیریم، روابط حاصل
اگر چه ممکن است  . توضیح داده شود فیزیکی با مصرف بیشتر امروز یسرمایه

 مطرح شود که برابری مقداری در یک محیط فراگیرتر برقرار یاستدلال قابل قبول
    مسلما، .به طور عمده بدون تغییر برقرار است  کیفیبرابریلیکن  . نیست
تواند و تعمیم آن مطمنئا میهای مدل و توجه به دیگر جنبههای بیشتر تحلیل

 . یت نمایدنتایج را تقو
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Abstract: 

Using CIES and special form of human capital in production 
function, this paper investigates the optimum population growth in 
Ramsey’s environment when the inter-period preferences are of 
CIES type. The results reveal that the rate of optimum population 
growth exactly equals the mental deductive decrease of Ramsey’s 
model with an unlimited horizon. 
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