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Abstract 
Estimating the revenue efficiency of entities under evaluation is one of the 

most important evaluations that can give valuable information about 

organizations provided that the output prices are known. In this research, a 

new definition of optimal scale size (OSS) based on maximizing the average 

revenue efficiency (ARE) is presented. Also, the ARE is defined in both 

convex and non-convex sets, which is independent of returns to scale and the 

assumption that the vector of input-output prices of units is uniform. Next, 

due to the presence of uncertain data in many real applications, the 

introduced ARE model is extended to evaluate systems with random inputs 

and outputs, and approaches are provided to calculate it. Finally, the 

proposed method is used in an experimental example and the ARE is 

calculated for a data set of postal areas in Iran. 

Keywords: Optimal Scale Size, Efficiency, Average Revenue Efficiency, 

Stochastic Data Envelopment Analysis. 
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 یپوشش لیدر تحل نهیبه اسیدرآمد و اندازه مق ییمتوسط کارا

 یمراکز پست ی: مطالعه موردیتصادف یها داده

   یاندهیم زکاریپره لایل
 ،یواحد رشت، دانشگاه آزاد اسلام ،یکاربرد یاضیرشته ر یدکتر یدانشجو

 رانیرشت، ا
  

 رانیرشت، ا ،یواحد رشت، دانشگاه آزاد اسلام ،یکاربرد یاضیاستاد، گروه ر  یموریرتیام رضایعل
  

 رانیا جان،یلاه ،یدانشگاه آزاد اسلام جان،یواحد لاه ،یاضیگروه راستاد،   یسهراب کردرستم
  

 رانیرشت، ا ،یواحد رشت، دانشگاه آزاد اسلام ت،یریگروه مد ار،یاستاد   یمنصور صوف
  

 چکیده
 از یکی واحدها درآمد کارایی ارزیابی باشد، مشخص ارزیابی تحت واحدهای های خروجی های قیمت اگر

 مقاله، این در. دهد ارائه واحدها مورد در را ارزشمندی اطلاعات تواند می که است هایی ارزیابی ترین مهم

 شود می ارائه درآمد کارایی متوسط اندازه سازی بیشینه بر اساس بهینه، مقیاس اندازه از جدیدی تعریف ابتدا

 اندازه، این که شود می تعریف نامحدب و محدب فضای دو در درآمد کارایی متوسط اندازه سپس و

 ادامه، در. است واحدها خروجی و ورودی های.قیمت بردار بودن یکسان فرض و مقیاس به بازده از مستقل

 شده گرفته کار به تصادفی های.خروجی و ها.ورودی با واحدهایی ارزیابی برای درآمد کارایی متوسط اندازه

 مثال یک در پیشنهادی، روش نیز، پایان در. شود می ارائه تصادفی فضای در آن محاسبه جهت هایی.مدل و

 قرار مورداستفاده ایران پستی مناطق از ای.مجموعه درآمد کارایی متوسط اندازه محاسبه برای تجربی

 .گیرد.می

 یها داده یپوشش لیدرآمد، تحل ییمتوسط کارا ،ییکارا نه،یبه اسیاندازه مق :ها واژهکلید

 .یتصادف
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 مقدمه

 گرفته قرار پژوهش و یموردبررس 1ها تحلیل پوششی داده ادبیات در که مفاهیمی از یکی

 و جیووانولا توسط شده انجام پژوهش اساس بر. است 2بهینه مقیاس اندازه مفهوم است

 ،3پذیری آزاد پوسته دسترسی نامحدب فضای در بهینه مقیاس اندازه ،(2112) سسارونی

. کند می حداقل را 4هزینه کارایی متوسط که است تولید امکان فضای در نقطه یک

 دو ترکیب با که است هزینه کارایی از جدیدی معیار هزینه، کارایی متوسط اندازه همچنین

 کارایی تحلیل در را اقتصادی جویی صرفه از اندازه یک تخصیصی، و مقیاس کارایی

 مقیاس و هزینه های کارایی از تر.دقیق عملکرد معیار یک اندازه این که کند می تعریف

 با محدب فضای درمتوسط کارایی هزینه  که شود می داده نشان پژوهش، این در. است

 به توان می بنابراین. است ثابت مقیاس به بازده با هزینه کارایی ارز هم متغیر مقیاس به بازده

 فرضی پیش هیچ بدون نامحدب و محدب فضای دو هر در متوسط کارایی هزینه محاسبه

اندازه مقیاس  بین ارتباط پژوهش این در این، بر علاوه. پرداخت مقیاس به بازده مورد در

اندازه مقیاس بهینه  که شود می داده نشان و شود می بیان 2ورترین اندازه مقیاس بهره وبهینه 

ورترین اندازه  بهره زیرا استورترین اندازه مقیاس  بهره به نسبت تری گیرانه سخت معیار

 .است بودناندازه مقیاس بهینه  برای کافی نه و لازم شرط بودنمقیاس 

 را ارزیابی تحت واحدهای های خروجی قیمت ها، ورودی قیمت یجا به که زمانی

 از ارزشمندتری حاوی اطلاعات تواند می واحدها درآمد کارایی ارزیابی باشیم داشته

 هم ها ورودی های قیمت اگر حتی. باشد ها آن هزینه کارایی متوسط به نسبت واحدها

 هزینه از بیشتر بررسی تحت واحدهای درآمد روی دیتأک موارد از بعضی در باشند موجود

 مناطق عملکرد ارزیابی یا و ها، بانک شعب عملکرد ارزیابی در مثال عنوان به. است ها آن

 واحدها هزینه کارایی به نسبت ارزشمندتری شامل اطلاعات درآمد کارایی ارزیابی پستی،

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

1. Data envelopment analysis (DEA) 

2. Optimal scale size (OSS) 
3. Free disposal hull (FDH) 

4. Average cost efficiency (ACE) 
5. Most productive scale size (MPSS) 
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 مقیاس اندازه و 1درآمد کارایی متوسط مفاهیم ابتدا مقاله، این در ،رو نیازا. بود خواهد

 پژوهش از ای توسعه مفاهیم، این. شوند می تعریف 2درآمد سازی بیشینه اساس بر بهینه

 درآمد مورد در اینجا در که است ارزیابی تحت واحدهای هزینه مورد در شده انجام

اندازه مقیاس بهینه بر اساس  مفهوم بنابراین،. شوند می ارائه بررسی تحت واحدهای

 را شعاعی درآمد متوسط که تولید امکان فضای از ای نقطه عنوان بهسازی درآمد  بیشینه

 کارایی اندازه اساس، این بر و شود می تعریف کند می بیشینه بررسی تحت واحد برای

 عملکرد مراتب به که واحدهاست درآمد از ارزیابی معیار یک ،متوسط کارایی درآمد

 .دارد مقیاس و درآمد های کارایی به نسبت تری دقیق

 نامحدب و محدب فضای دو درمتوسط کارایی درآمد  محاسبه های روش ادامه، در 

 فضای درمتوسط کارایی درآمد  مدل که شود می داده نشان و شده گرفته قرار یموردبررس

 ارتباط. است ثابت مقیاس به بازده با درآمد مدل با ارز هم متغیر مقیاس به بازده با محدب

 بیانورترین اندازه مقیاس  بهره وسازی درآمد  اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه نقاط بین

 یک بودنورترین اندازه مقیاس  بهره که شود می داده نشان هزینه، حالت مشابه و شود می

 یک بودنسازی درآمد  اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه برای کافی نه و لازم شرط واحد

 محدب، فضای درمتوسط کارایی درآمد  محاسبه از بعد. است تولید امکان فضای از نقطه

. شود می ارائه تصادفی های داده حضور با و تصادفی فضای درمتوسط کارایی درآمد  مدل

 و شده لیتبد قطعی صورت به ابتدا است احتمالی های محدودیت با روشی که مدل این

 بتوان آن کمک به تا شود می تبدیل خطی حالت به مفروضاتی گرفتن نظر در با سپس

 با واحدهاییسازی درآمد  اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه ومتوسط کارایی درآمد 

 کاربردی، نمونه یک در نیز، پایان در. نمود محاسبه را تصادفی های خروجی و ها ورودی

 به ایران پستی مناطق از ای مجموعه درآمد کارایی متوسط ارزیابی برای پیشنهادی روش

 .شود می گرفته کار

مراحل  تحقیق، حوزه در شده انجام های پژوهش ترین مهم در ادامه پس از مرور

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

1. Average revenue efficiency (ARE) 

2..Optimal scale size based on maximizing revenue (OSSR) 
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کلیات پژوهش این  1شود. شکل  سازی و بحث و بررسی نتایج مطرح می بندی، پیاده مدل

 دهد. تحقیق را نشان می

 

 . کلیات پژوهش0شکل 

 شروع

 مرور ادبیات و پیشینه تحقیق

ورترین اندازه مقیاس و متوسط کارایی درآمد در به منظور تخمین بهره مدل ارائه

 های تصادفیحضور داده

 ورترین اندازه مقیاس و متوسط کارایی درآمد دوازده مرکز پستی ایرانتخمین بهره

 تحلیل نتایج

 پایان

 ی و پیشنهاداتریگجهینت

 هاآوری دادهجمع
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 پیشینه پژوهش

 ارزیابی جهت قدرتمند ابزاری غیرپارامتری، رویکرد یک عنوان بهها  داده پوششی تحلیل

 سپس و شد ارائه (1791) همکاران و چارنز توسط که است 1گیرنده تصمیم واحدهای

 نمودن لحاظ ها، توسعه این از یکی. کرد پیدا توسعه مختلف های.زمینه در سرعت به

 های.داده با واقعی دنیای در ازآنجاکه. واحدهاست ارزیابی در گیری.اندازه خطاهای

 تیموردحما اقتصاددانان اکثر توسط تصادفی مرز مدل هستیم؛ مواجه تصادفی و غیرقطعی

 و آینر ،1791 سال در ها داده پوششی تحلیل مدل ارائه با زمان هم که طوری به قرارگرفت

 تصادفی مرز تحلیل ارزیابی، تحت واحدهای از ای مجموعه ارزیابی برای (1799) همکاران

 گیری،.اندازه خطای دارای و غیرقطعی های داده برای روش این. نمودند مطرح را

 مقادیر با ها داده پوششی تحلیل موضوع پژوهش، نیازا پس. گرفت قرار مورداستفاده

 برای (1772) سیکنز و گونگ. گرفت قرار یموردبررس زیادی های پژوهش در تصادفی

 خطاهای گرفتن نظر در با و کرده تعریف زمانی های.دوره واحدها، کارایی ارزیابی

 برای میانگین صورت به را نتایج زمانی، هردوره برای آماری نویزهای و گیری اندازه

 خطاهای گرفتن نظر در بر علاوه (2114) رجیرو. کردند محاسبهگیرنده  واحدهای تصمیم

 صورت به نیز را مرزی واحدهای گیری اندازه خطاهای زمانی، های دوره در گیری اندازه

 مرزتابع تخمین روی گیری اندازه خطاهای ریتأث نظرگرفتن در با و گرفت نظر در میانگین

 نتایج به منجر تواند می ها داده متوسط پایه بر ها مدل از استفاده که رسید نتیجه این به تولید

 را احتمالی های محدودیت با ریزی برنامه های مدل( 1793) کوپر و چارنز. گردد تری واقعی

 ارائه قطعی صورت به تصادفی ریزی برنامه مدل تبدیل منظور به راهکارهایی .کردند مطرح

 ها با پوششی داده تحلیل( 1773) همکاران و لند. گردید حاصل غیرخطی مدل یک و شد

 و قطعی های ورودی با واحدها کارایی محاسبه منظور به را احتمالی های محدودیت

( 1771) همکاران و کوپر .دادند توسعه بودند نرمال توزیع دارای که تصادفی های خروجی

 های خروجی و ها ورودی برای احتمالی های محدودیت از استفاده با را کارا تصادفی مفهوم

 و آماری توزیع کارایی محاسبه منظور به داشتند دیتأک ها آن. دادند توسعه احتمالی
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

1. Decision Making Unit (DMU) 
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 مسائل حل در جدید روش یک( 2119) همکاران و ناصری. است الزامی ها داده پراکندگی

تحلیل  مدل روش، این در که دادند ارائه فازی تصادفی پارامترهای باها  تحلیل پوششی داده

 ها ورودی آن در که شده داده گسترش فازی-تصادفی محیطی در استانداردها  پوششی داده

. باشند می نرمال توزیع از نوع تصادفی های میانه و مثلثی فازی متغیرهای نوع از ها خروجی و

 های محدودیت با یافته توسعه های داده پوششی تحلیل مدل از یک (2119) همکاران و لئو

 ها آنهدف  .نمودند تصادفی استفاده های.خروجی و ها ورودی مدیریت برای احتمالی

با ( 2111پیری و همکاران ) .بود بدبینانه و بینانه خوش دیدگاه از نسبی کارایی گیری اندازه

ریزی محدودیت شانس به ارزیابی واحدها با  مدل مضربی و روش برنامه یریکارگ به

آن را که یک برنامه غیرخطی بود توسعه  های تصادفی پرداختند. همچنین معادل قطعی داده

ریزی درجه  برنامه مسئلهتوان به یک  و سپس ثابت کردند معادل قطعی مدل مضربی را می

 مدل یک استاندارد نرمال تبدیل استفاده از با (2117) همکاران و دوم تبدیل کرد. کائو

 ورودی عوامل بین بستگی هم تواند می که دادند توسعه را تصادفی های داده پوششی تحلیل

 زاده مهدی در نظر بگیرد. برای یافتن توزیع کارایی تصادفی تولیدی را واحد هر و خروجی

. اند پرداخته تصادفی های.داده با ای مرحله دو فرایندهای مطالعه به( 2117) همکاران و

 مفاهیم تئوریای تصادفی بر اساس  ای دومرحله های شبکه مدل تحلیل پوششی داده ،درواقع

 ضمن (،2121) و همکاران میتروپولوس مطالعه در .کردند ارائه غیرمشارکتی های بازی

 های داده پوششی تحلیل بر مبتنی روشی از واقعی، دنیای های در داده حضور نویز به اشاره

 زا درون متغیرهای که زمانی عملکرد، گیری اندازه منظور است به شدهاستفاده  تصادفی

و  جهانی. هستند مرتبط معکوس طور به( بیمار رضایت دیدگاه) زا برون و( کارایی)

تخمین  پایداری و ارزیابی به ها تحلیل پوششی داده از رویکرد استفاده با (2121) همکاران

از  حضور دارند. کارایی تصادفی های داده که یدرحالمقیاس پرداختند  اندازه ورترین بهره

 بررسی شد. 1با استفاده از معیار هورویکز و همچنین بدبینانهو  بینانه.خوش دو منظر

 اندازه او. پرداخت بهینه مقیاس اندازه محاسبه به که بود افرادی اولین از( 1792) فیش

 نظر در کند می حداکثر را فیزیکی وری بهره متوسط که مقیاسی عنوان به را بهینه مقیاس
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

1. Hurwicz 
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 بودند خروجی یک و ورودی چند شامل در آن بررسی ارزیابی تحت واحدهای. گرفت

 محاسبه معیار عنوان به ها، ورودی همه نسبی افزایش به نسبت خروجی یک افزایش که

 یریکارگ به با( 1713) همکاران و بامول. بود شده گرفته نظر دراندازه مقیاس بهینه 

( 1712) گروسکوف و فار. دادند گسترش را فیش نظریه خروجی چند ارزیابی واحدهای

 نسبت را ارزیابی تحت واحد یک مقیاس کارایی ،ها تحلیل پوششی داده چارچوب در

. نمودند تعریف متغیر مقیاس به بازده هزینه کارایی به ثابت مقیاس به بازده هزینه کارایی

 مفهوم ،(1712) گروسکوف و فار توسط شده تعریف مقیاس کارایی در( 1777) یشییسو

 باوجود کردند عنوان( 2114) هالمارسون و فورساند. گنجاند نیز را اقتصادی مقیاس اندازه

 در بهینه مقیاس اندازه گیری اندازه و بندی طبقه خصوص در که یتوجه قابل های.تلاش

 و محاسبه دنبال به ها پژوهش این از اندکی تعداد شده، انجامها  تحلیل پوششی داده های مدل

 های یافته. اند بوده کارایی لیوتحل هیتجز در بهینه مقیاس اندازه برای معیار بهترین ارزیابی

 برایها  تحلیل پوششی داده های مدل زمان آن تا که است حقیقت این دیمؤ پژوهش این

 یخوب به دارد، ها و خروجی ها ورودی در تغییرات به نیاز که بهینه مقیاس اندازه ارزیابی

 را برای ورترین اندازه مقیاس بهره مفهوم (2117) همکاران و آسانی. نیست جوابگو

بررسی  موازی متصل هستند طور به که ستمیرسیزچندین  از متشکل تولیدی های سیستم

 فضای در را بهینه مقیاس اندازه مفهوم بار اولین برای( 2112) سسارونی و کردند. جیوانولا

متوسط  های ویژگی بیان به و کردند بیانپذیری آزاد  پوسته دسترسی غیرمحدب تکنولوژی

 با( 2117) همکاران و پیشه.حقیقت. پرداختند فضا این دراندازه مقیاس بهینه  وکارایی هزینه 

 درآمد متوسط محاسبه برای را هزینه متوسط مدل ها.خروجی و ها.ورودی زمان هم استفاده

 تقریبی محاسبه به عددی ابتکاری روش یک ارائه با و دادند توسعه سودآوری متوسط و

 .پرداختند بهینه مقیاس اندازه

ها  تحلیل پوششی داده ادبیات در ابتدا همان از که مهمی مفاهیم از دیگر یکی

 گیری.اندازه به (1729) فارل. بود درآمد و هزینه کارایی مفاهیم گرفت قرارموردتوجه 

 درآمد کل رساندن حداکثر به توانایی را درآمد کارایی او. پرداخت هزینه و درآمد کارایی
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 هم که دارد را ظرفیت این که گرفت نظر در معین ورودی سطوح ازای به شده حاصل

واحدهای  یک هزینه کارایی او همچنین. شود شامل را تخصیصی هم و فنی های.جنبه

 به با مطلوب خروجی سطح بهگیرنده  واحدهای تصمیم آن رسیدن توانایی راگیرنده  تصمیم

 های جنبه شامل کلی کارایی یکعنوان  به کارایی این. نمود بیان هزینه کل رساندن حداقل

 رویکردی با را سود و هزینه درآمد، کارایی های مدل (2114) ساهو .بود تخصیصی و فنی

 یک به ارزش بر مبتنی فناوری یک کردند ثابت و دادند ارائه دار جهت فاصله تابع بر مبتنی

و  پوری. کرد تعیین را آن کارایی توان.می که شود.می تبدیل مناسب مرجع فناوری

کاملاً  های محیط را در درآمد کارایی و هزینه کارایی متعارف های مدل (2119) همکاران

و  خروجی و ورودی های داده که واقعی های کارایی در موقعیت تا توسعه دادند فازی

 نظر همچنین .قرار گیرند ارزیابی مورد نیستند مشخص دقیقطور  به ها آن متناظر های قیمت

 پیشنهادی های مدل در نیز ها آنتولید،  فرایند در نامطلوب های خروجی وجود اهمیت به

 در مقیاس به بازده و درآمد کارایی ارزیابی به (2111) مهندرو و بهاتیا .گنجانده شدند

 درآمد کارایی لیوتحل هیتجز پژوهش، این از هدف که پرداختند هند تجاری های.بانک

 .بود 2113 تا 1771 های سال در فاصله ساله 22 زمانی دوره دریک هند تجاری های.بانک

های تصادفی  ( روشی مبتنی بر تحلیل پوششی داده2121خانجانی شیراز و همکاران )

های تصادفی  گیری با ورودی و خروجی تخمین کارایی هزینه واحدهای تصمیم منظور به

تخمین اندازه مقیاس  منظور بهدهد روشی  طور که مرور ادبیات نشان می ا هماندادند. ام ارائه

باشد؛ بنابراین در  های تصادفی موجود نمی بهینه و متوسط کارایی درآمد در حضور داده

.شود. این بررسی این موضوع رسیدگی می

 روش تحقیق

سسارونی و جیوونولا  مفاهیم متوسط کارایی هزینه و اندازه مقیاس بهینه اولین بار توسط

با ترکیب دو متوسط کارایی هزینه ( ارائه شد. در این پژوهش نشان داده شد که 2112)

که این  دهد یمکارایی مقیاس و تخصیصی، یک اندازه کارایی جدید از واحدها ارائه 

از کارایی مقیاس بر اساس هزینه است که اندازه کارایی  اعتماد قابلاندازه، یک اندازه 
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. با توجه به کند یم( را تولید 1772شده توسط بنکر و ترال ) ارائه 1عی مقیاس و تکنیکیشعا

های هزینه و  از کارایی تر قیدقیک اندازه عملکرد بسیار  متوسط کارایی هزینهاین ترکیب، 

متوسط کارایی ی است. همچنین ور بهرهبر مبنای میانگین  منحصراًکه  دهد یممقیاس ارائه 

خواهد  محاسبه قابلی ورودی برای واحدها متفاوت باشد نیز ها متیقزمانی که بردار  هزینه

 بود.

ی خروجی واحدها در دسترس باشند، ها متیقی ورودی، ها متیقجای  به که یمادام

اطلاعات ارزشمندتری به نسبت کارایی هزینه ارائه دهد.  تواند یمکارایی درآمد واحدها 

شده توسط جیونولا و  ارائه متوسط کارایی هزینهو  ازه مقیاس بهینهانددر این شرایط مفاهیم 

، تنها هزینه ها اندازه( دیگر کاربرد نخواهد داشت؛ زیرا مبنای محاسبه این 2112سسارونی )

بر روی افزایش  دیتأکی واقعی، ها نمونهواحدهاست این در حالی است که در بسیاری از 

 اندازه مقیاس بهینهت. بنابراین، در ادامه ابتدا مفاهیم جای کاهش هزینه مدنظر اس درآمد به

( برای کارایی درآمد 2112شده توسط جیونولا و سسارونی ) ارائهمتوسط کارایی هزینه و 

شده در خصوص این دو مفهوم در حالت  ی ارائهها یژگیوو سپس  شوند یمتوسعه داده 

 .شوند یمدفی تعمیم داده شده و در پایان این مفاهیم در فضای تصا درآمد اثبات

شده  متشکل از همه واحدهای مشاهده ،پذیری آزاد پوسته دسترسی فضای امکان تولید

 -پذیری آزاد را در نظر بگیرید. دراین فضا، هر ترکیب ورودی تحت اصل دسترسی

و همان خروجی و هر ترکیب  شده مشاهدهی ها یورودخروجی با ورودی ناکمتر از 

شده و همان ورودی نیز  ی مشاهدهها یخروجخروجی با خروجی نابیشتر از  –ورودی 

تا هیچ فرضی را در مورد  میکن یموجود دارند. همچنین بازده به مقیاس فضا را متغیر فرض 

 بازده به مقیاس اعمال نکرده باشیم.

)داریم که رندهیگ میتصمواحد  nکنیم  فرض می 1,2,..., )jDMU j n= ،m 

) ورودی 1,..., )ijx i m= را برای تولیدs خروجی( 1,2,..., )rjy r s=  کند یماستفاده .

و بردارهای  باشند یمهمچنین فرض کنید ورودی و خروجی واحدها همگی نامنفی 

1صورت بهی خروجی و ورود 2( , ,..., )T

j j j mjx x x x= 1و 2( , ,..., )T

j j j sjy y y y= 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

1. Technical and scale radial efficiency (TSRE) 
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ها را  ها و خروجی دهنده ترانهاده است. اکنون اگر ماتریس ورودی نشان Tباشند که در آن 

]صورت  به ]1 2, ,..., n m n
X x x x

×
]و  = ]1 2, ,..., n s n

Y y y y
×

در نظر بگیریم فضای  =

 :شود یمصورت زیر تعریف  به پذیری آزاد پوسته دسترسیامکان تولید 

(1)  { }
1

( , ) | , , 1, 0,1 ,
n

FDH

j j

j

T x y X x Y y j Jλ λ λ λ
=

 
= ≤ ≥ = ∈ ∈ 
 

∑ 

}ها وjλشامل  ×1nبرداری است  λدر رابطه فوق  }1, 2,...,J n=. 

 فضای امکان تولید
FDHT با اضافه شدن اصل تحدب به فضای امکان تولید محدب با

محدب نامیده و  VRSشود که آن را فضای  تبدیل می (VRS) 1بازده به مقیاس متغیر

 دهیم: زیر نمایش می صورت به

(2)    { }( , ) | , , 1 , 0 ,VRS

j jT x y X x Y y j Jλ λ λ λ= ≤ ≥ = ≥ ∈∑ 

بردار صورت بهی همه واحدها یکسان و ها یخروجهای  اکنون فرض کنید مقادیر قیمت 

1( ,...., ) 0sq q q=  jxی ریکارگ بهحاصل از jDMU درآمد کلیjqy باشد. بنابراین <

ی خروجی برای همه واحدها فقط برای راحتی ها متیقیکسان بودن  است. فرض

ی خروجی واحدها متفاوت ها متیقی است و نتایج حاصله برای حالاتی که گذار علامت

 است. میتعم قابلباشند نیز 

اکنون مفهوم متوسط کارایی درآمد را بر اساس نسبت متوسط درآمد شعایی به درآمد 

کنیم. برای جزئیات بیشتر فرض کنید متوسط درآمد شعاعی  واحد تحت بررسی تعریف می

jDMU صورت زیر داده شده باشد: به 

(3)                                                                                       
( )

( )
j

j

R tx
RAR x

t
= 

)(، 3در رابطه ) )jR tx 1درآمد کلی حاصل از تولید وt یک اسکالر مثبت است که  ≠

( بر 3. با تقسیم رابطه )شود یم jxی ها یوروددر ترکیب  زمان همباعث انبساط یا انقباض 

 داریم: jدرآمد کلی واحد 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

1. Variable Returns to Scale (VRS) 
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(4)                                                                             
( ) ( ) 1

( ) ( )

j j

j j

RAR x R tx

R x R x t
= × 

)اکنون فرض کنید  , )h hx y T∈ یک واحد مرجع دلخواه باشد. قرار دهید 

(2)                                                                   ( ), ,min ; 0,
ij

j h j h
i

ih

x

x
ρ ρ

 
= ∈ ∞ 

  

با قراردادن 
,

1

j h

t
ρ

داریم  =
,

1
max ih

j j j h
i

j h ij

x
tx x x x

xρ
  = = ≥ 
  

، لذا بنا به اصل 

)داریم پذیری آزاد دسترسی ) ( )j h hR tx R x qy= . بنابراین نسبت متوسط کارایی =

 شود: زیر تعریف می صورت بهدرآمد 

(9)                                                                                
,

( ) 1
. .

( )

j h
j j h

j j

R tx qy
R

R x t qy
ρ= = 

j,در رابطه فوق،  hρ  از مقایسه بین بردارهای ورودی آمده دست بهفاکتور مقیاس شعاعی

jDMU  و واحد مرجعh است. همچنینjR  میزان تصویر شعاعی بردار ورودی بر روی

یک اندازه کارایی  عنوان به jRاست. برای اینکه بتوان از jtxاندازه مقیاس بهینه آن یعنی 

مقیاسی که  عنوان به سازی درآمد بهینه بر اساس بیشینهاندازه مقیاس استفاده کرد، مفهوم 

ی از تعریف ا توسعه. این تعریف، شود یم، تعریف کند یممتوسط درآمد شعاعی را بیشینه 

برای حالت درآمد است که در زیر  (2112توسط سسارونی و جیوانولا ) اندازه مقیاس بهینه

 :دیآ یم

 سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه، یک jDMUبرای هر -1تعریف 

 .کند یمرا بیشینه  jRواحدی از فضای امکان تولید است که 

جواب  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه، یک 1بر اساس تعریف 

 ای برای مدل زیر است. بهینه
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(9)                                                                                         
( )

,max .

. . ,

h
j j h

j

h h

qy
R

qy

s t x y T

ρ=

∈
 

نقطه مرجع خودش باشد. از  تواند یم( یک مدل همواره شدنی است زیرا هر واحد 9مدل )

نخواهد شد زیرا بنا به فرضیات اولیه واحدها، کران یبطرفی این مدل 

,0, ,j j h hqy qyρ> < ∞ < *صورت  ( را به9. همچنین اگر جواب بهینه مدل )∞

jR  در

1* وضوح بهنظر بگیریم آنگاه  jR≤ < نقطه  عنوان بهتواند .خواهد بود زیرا هر واحد می ∞

زیر تعریف  صورت بهمرجع خودش قرار گیرد. بر این اساس، اندازه متوسط کارایی درآمد 

 شود. می

، بیشینه گیرنده واحد تصمیمبرای یک  متوسط کارایی درآمداندازه  -2تعریف 

 شود؛ یعنی: ( ایجاد می1مقداری است که توسط مدل )

(1)                                                       
*

,
( , ) ( , )
max max .

h h h h

h
j j j j h

x y x y
j

qy
ARE R R

qy
ρ= = = 

بنابراین اگر  .از یک است تر بزرگتوضیح داده شد این مقدار  تر شیپطور که  همان

بخواهیم همانند کارایی خروجی محور، مقداری بین صفر و یک را به آن اختصاص دهیم 

/1توان از معکوس آن یعنی  می jARE توسط کارایی درآمد استفاده اندازه م عنوان به

 کرد.

اندازه مقیاس بهینه بر و  متوسط کارایی درآمدی بیشتری از اندازه ها یژگیودر ادامه 

 .شوند یمنشان داده  سازی درآمد اساس بیشینه

 متوسط کارایی درآمد و درآمدی بهینه مقیاس اندازه های ویژگی

 متوسط کارایی درآمدبه این نتیجه رسید که تعیین  توان یمی راحت به( 9با توجه به رابطه )

آن واحد بستگی  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهبرای هر واحد به تعیین 

اندازه مقیاس بهینه بر اساس و  متوسط کارایی درآمدی ها یژگیودارد و بنابراین اغلب 
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اشاره  ها یژگیوه به بعضی از این اند که در ادام به یکدیگر وابسته سازی درآمد بیشینه

اندازه مقیاس و  متوسط کارایی هزینهی ها یژگیو، همان ها یژگیواین  درواقع. شود یم

شده و در اینجا  ( برای حالت هزینه ارائه2112است که توسط سسارونی و جیوونولا ) بهینه

 .اند شدهبرای حالت درآمد توسعه داده 

)نقطه  -3تعریف  , )h hx y  هرگاه  مییگو یماز فضای امکان تولید را کارای درآمد

وجود نداشته باشد که با هزینه کمتر از Tهیچ نقطه دیگری در فضای امکان تولید 
hx ،

 تولید کند. hqyدرآمدی بیشتر یا مساوی 

( است. بر اساس این 1729شده توسط فارل ) رایی درآمد ارائهتعریف فوق، تعریف کا

 زیر خواهد بود. صورت به متوسط کارایی درآمدتعریف، اولین قضیه مربوط به 

یا مساوی اندازه کارایی  تر بزرگیک واحد،  متوسط کارایی درآمداندازه  -1قضیه 

 درآمد آن واحد است.

 آید: ر به دست میاثبات: کارایی درآمد یک واحد از رابطه زی

max

. .

h

j

h j

qy

qy

s t x x≤
 

hاگر jx x≤  آنگاه, min 1
ij

j h
i

ih

x

x
ρ

 
= ≥ 

 
 و لذا 

,max max .h h
j h j

j j

qy qy
ARE

qy qy
ρ≤ = .■ 

یک واحد، نسبت به کارایی درآمد  متوسط کارایی درآمددهد که اندازه  نشان می 1قضیه 

کارای درآمد نیز  حتماً متوسط درآمدتری است زیرا هر واحد کارای  آن واحد، معیار دقیق

نخواهد بود. این نتیجه  متوسط درآمدکارای  لزوماًخواهد بود ولی هر واحد کارای درآمد 

j,به این دلیل است که در محاسبه کارایی درآمد، محدودیت  hρ وجود دارد 1=

 وجود ندارد. متوسط کارایی درآمدکه این محدودیت در محاسبه اندازه  درحالی
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)اگر  -2قضیه  , )h hx y  باشد  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهیک

1hAREآنگاه =. 

،oاثبات: کافی است نشان دهیم به ازای هر واحد دلخواهی مثل 

,. 1o
h h o

h

qy
R

qy
ρ= ). فرض کنید≥ , )h hx y  سازی  اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهیک

)برای واحد درآمد , )j jx y باشد. همچنین فرض کنید( , )o ox y طه دلخواه از یک نق

 ( داریم:9فضای امکان تولید باشد. مطابق رابطه )

, ,. .h o
j h j o

j j

qy qy

qy qy
ρ ρ≥

 
 با جابجایی رابطه فوق داریم:

,

,

. 1
j oo

h j h

qy

qy

ρ
ρ

≤ 

 از طرفی داریم:

,

,

,

min .max min
j o ij ih ih

h o
i ii

j h io ij io

x x x

x x x

ρ
ρ

ρ
     = ≥ =     
      

,لذا

,

,

. .
j oo o

h h o

h h j h

qy qy
R

qy qy

ρ
ρ

ρ
= ≤ ≤1. ■ 

باشد دارای  سازی درآمد بهینه بر اساس بیشینهاندازه مقیاس ، هر واحدی که 2مطابق قضیه 

1AREاندازه کارایی  هر  گرید انیب بهاست.  متوسط درآمدخواهد بود و لذا کارای =

، بیشترین متوسط کارایی درآمد را سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهواحد 

گفته شد،  تر شیپ. از طرفی بنا به مطلبی که دهد یمی خود نتیجه ها یورودبرای ترکیب 

هراندازه مقیاس ، کارای درآمد نیز هست؛ لذا متوسط درآمدهر واحد کارای  ازآنجاکه

 کارای درآمد نیز هست. سازی درآمد بهینه بر اساس بیشینه

اندازه مقیاس بهینه بر اساس توان بیان کرد. اگر  این مطلب را از زاویه دیگری نیز می 

اندازه مقیاس بهینه بر  عنوان بهکارای درآمد نباشد آنگاه نقطه مرجع آن  سازی درآمد بیشینه
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اندازه مقیاس بهینه بر شود و لذا تناقضی در تعریف  شناخته می سازی درآمد اساس بیشینه

باشد. بر این اساس، در  ( هست، می9کننده رابطه ) که بیشینه سازی درآمد اساس بیشینه

اندازه ، مقایسه واحدها با واحدهای متوسط کارایی درآمدحدها توسط اندازه ارزیابی وا

متوسط که این واحدها خود کارای  شود یمانجام  سازی درآمد مقیاس بهینه بر اساس بیشینه

سازی  اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهمراجع واحدهای ناکارا نیز  قاعدتاًهستند و  درآمد

 هستند. درآمد

ورترین  بهرهو  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهه به تعیین ارتباط در ادام

ی شعاعی بر اساس ده بهرهپردازیم. برای این منظور ابتدا تعریفی از متوسط  می اندازه مقیاس

 شود: می گرفتهزیر در نظر  صورت به( 2112پژوهش سسارونی و جیووانولا )

(7)                  , , , , ,. max , max
rjih

j h j h j h j h j h
i r

ij rh

yx
RAR

x y
δ γ δ γ

    = = =   
    

 

ورترین اندازه  بهره( فرمول زیر را برای تعریف 2114تعریف فوق، پودینوفسکی ) بر اساس

,ارائه داد: ترکیب  مقیاس

,

,

. . 1
j oo o

h h o

h h j h

qy qy
R

qy qy

ρ
ρ

ρ
= ≤ ورترین اندازه  بهرهیک  ≥

 است اگر و تنها اگر: مقیاس

(11)                                                                                            
, ,min ( . ) 1h m h m

m
δ γ = 

ممکن  m*است و نقطه بهینه Tدهنده همه نقاط فضای امکان تولید  نشانmکه در آن 

 فرد نباشد. است منحصربه

و  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه(، ارتباط 11بر اساس رابطه )

 .شود یمدر قضیه زیر نشان داده  ورترین اندازه مقیاس بهره

ورترین اندازه  بهرهیک  سازی درآمد هراندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه -3قضیه 

 است. مقیاس

 .شود یمزیر ارائه  صورت به jRای از برای اثبات این مطلب، ابتدا تجزیه اثبات:
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)فرض کنید  , )j jx y T∈ یک نقطه از فضای امکان تولید و( , )h hx y T∈  نقطه

با توجه به رابطه  صورت نیاآن باشد، در  سازی درآمد بهینه بر اساس بیشینه اندازه مقیاس

(، ترکیب 7)
, ,

1 1
( , )j j

j h j h

x y
ρ γ

خواهد بود زیرا Tعضوی از  
, ,

1 1
,j h j h

j h j h

x x y y
ρ γ

≥ ≤. 

از رابطه  
,

1
j h

j h

y y
γ

 داریم: jsو معرفی متغیرهای کمبود  ≥

,

j

h j

j h

y
y s

γ
= + 

 رسیم: های خروجی در رابطه فوق به رابطه زیر می اعمال قیمت با

,

j

h j

j h

qy
qy qs

γ
= + 

 صورت زیر خواهیم داشت: به jRای از (، تجزیه9اکنون با جایگذاری رابطه فوق در رابطه )

,

, ,

, ,

1 1
. . .

j

j

j h jh
j j h j h

j j j j h j h

qy
qs

qsqy
R

qy qy qy

γ
ρ ρ

γ δ

+
 

= = = +  
 

 

)حال فرض کنید  , )h hx y نباشد. لذا  ورترین اندازه مقیاس بهره* *, ,
. 1

h m h m
δ γ که در  >

,*( است. از طرفی با توجه به رابطه11جواب بهینه رابطه ) m*آن
. 0h

h m
h

qs

qy
ρ  داریم:≤

*

* * * *

,

, , , ,

1 1 1
. . 1

.

h h
h h m

h hh m h m h m h m

qs qs
R

qy qy
ρ

γ δ γ δ

 
 = + = + >
 
 

 

)بودن سازی درآمد بیشینهاندازه مقیاس بهینه بر اساس که این متناقض با  , )h hx y .است  

اندازه بودن شرط لازم برای  ورترین اندازه مقیاس بهرهدهد که  نشان می 3قضیه 

بودن یک واحد است این در حالی است که  سازی درآمد مقیاس بهینه بر اساس بیشینه

طور که در نمونه کاربردی خواهیم دید  همان گرید عبارت بهعکس این قضیه برقرار نیست. 
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اندازه مقیاس بهینه بر اساس باشد ولی  ورترین اندازه مقیاس بهرهتواند  یک واحد می

بودن  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهنباشد. بنابراین  سازی درآمد بیشینه

 تواند یمه در ارزیابی واحدها است ک ورترین اندازه مقیاس بهرهتری نسبت به  ویژگی دقیق

 ی قرار گیرد.موردبررس

اندازه مقیاس بهینه بر اساس و  متوسط کارایی درآمددر ادامه به معرفی اندازه 

، اندازه 4پردازیم. قضیه  در فضاهای محدب با بازده به مقیاس متغیر می سازی درآمد بیشینه

 .دهد یمرا در این فضا به دست  متوسط کارایی درآمد

یک واحد در فضای محدب با بازده به مقیاس  متوسط کارایی درآمداندازه  -4ضیه ق

 اندازه کارایی درآمد آن واحد تحت بازده به مقیاس ثابت است. ارز هممتغیر، 

 شود؛ داریم:FDHTجایگزین VRST( فرض کنید 1اثبات: در رابطه )

 

* 1
max .

. .

( , )

h
j

j

j h

VRS

h h

qy
R

qy t

s t tx x

x y T

=

≥

∈

 

 شوند: های زیر در مدل فوق اعمال می محدودیت VRSTهای فضای با توجه به محدودیت
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,0ها بر با تقسیم محدودیت 1t t>  شود: مدل غیرخطی زیر نتیجه می ≠
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*اکنون با تغییر متغیرهای  * *1
, ,

j h
j

x
s x

t t t

λ
λ= = خطی زیر  صورت بهمدل فوق  =

 خواهد بود:

*
*

*

1

* *

1

max
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j j j
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,0دقت شود که با توجه به اینکه  1t t> *در مدل فوق محدودیت ، ≠ *

1

n

j

j

sλ
=

=∑ 

 ■ است. شده حذفها  محدودیتی اضافه است که از مجموعه محدودیت

در  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهدهد که یک  نشان می 4قضیه 

که  هاست یخروج و ها یورودفضای محدب و تحت بازده به مقیاس متغیر، ترکیبی از 

متوسط . همچنین اندازه کند یممقدار درآمد کلی را تحت بازده به مقیاس ثابت بیشینه 
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یک واحد در فضای محدب و تحت تکنولوژی بازده به مقیاس متغیر، همان  کارایی درآمد

 اندازه کارایی درآمد تحت تکنولوژی بازده به مقیاس ثابت خواهد بود.

 متوسط کارایی درآمد گفته شد؛ برای محاسبهFDHT و آنچه در فضای 4بنا بر قضیه 

در فضاهای  گیرنده واحدهای تصمیمیک  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهو 

 :میکن یمزیر عمل  صورت بهمحدب و نامحدب 

 الف( در فضای نامحدب:

( را به ازای تمامی واحدهای تحت بررسی محاسبه کرده و 9مقدار تابع هدف رابطه )

و jOSSRعنوان  به کند یمفراهم  jDMUر تابع هدف را برایواحدی که بیشترین مقدا

 .میریگ یمدر نظر jARE عنوان بهرا  شده محاسبهمقدار 

 ب(: در فضای محدب و تحت تکنولوژی بازده به مقیاس متغیر:

*مدل درآمد زیر را حل کرده و مقادیر 

jλ  و*

rhyکنیم. را محاسبه می 

 (11)                                     
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 :دیآ یماز رابطه زیر به دست oAREصورت مقدار  در این

(12)                                                                                             
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همچنین ترکیب محدب نقطه مرجع 
oDMUهای با وزن

*

*

1

j

n

j

j

λ

λ
=
∑

 عنوان بهرا  
oOSSR  قرار

 .میده یم

 تصادفی فضای در بهینه مقیاس اندازه و درآمد کارایی متوسط

های غیرقطعی سروکار داریم استفاده از روش  با توجه به اینکه در دنیای واقعی با داده

عوامل  ریتأثتحت  ها آنو یا هردوی  ها یخروج، ها یورودریزی تصادفی که در آن  برنامه

 تصمیمات غیرمنتظره دولت، نوسان ارز، عوامل محیطی و ریتأثاقتصادی، عوامل سیاسی، 

از  در استفادهآنچه  .رسد یمالزامی به نظر  باشد یمکنترل مدیر  کشاورزی خارج از

ی تصادفی بسیار حائز اهمیت است این است که تابع توزیع احتمال زیر برنامهی ها مدل

 ها دادهپراکندگی  داشتن توزیع و ی باشد؛ زیرا باریگ اندازه قابلیا  باید مشخص و ها داده

 .شود یمامکان حادث شدن رویدادها بسیار زیاد 

ی تصادفی، استفاده از روش زیر برنامهی حل مسائل ها روش نیتر مهمیکی از 

 در نظرصورت احتمالی  به ها تیمحدودی احتمالی است که در این مدل، ها تیمحدود

 .(Huang, & Li, 2001) شود یمگرفته 

ورودی تصادفی jDMU ،mبرای استفاده از این مدل، فرض کنید 

( )1 ,...,j j mjx x x= را برای تولیدs خروجی تصادفی( )1 ,...,j j sjy y y= .به کار گیرد

)همچنین بردارهای )1 ,...,j j mjx x x= و( )1 ,...,j j sjy y y=  نیز به ترتیب بردارهای

در نظر گرفته شوند که نامنفی و ناصفر هستند.  ها یخروجو  ها یورودامید ریاضی متناظر با 

زیر  صورت به oAREی احتمالی برای تعیین ها تیمحدوددر این صورت مدل درآمد با 

 خواهد بود:
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(13)                                     
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rj j rh

j

j rh

q y

s t P x x i m

P y y r s

y r s j n

λ α

λ α

λ

=

=

=

≤ ≥ − =

≥ ≥ − =

≥ ≥ = =

∑

∑

∑

 

( نیاز است که این مدل به یک مدل 13برای ارزیابی واحد تحت بررسی به کمک مدل )

( را استفاده 2111شده توسط هوانگ و لی ) قطعی تبدیل شود. برای این منظور روش ارائه

 آید: دست آید. جزئیات کار در ادامه می( به 13کرده تا مدل قطعی حاصل از مدل )

محدودیت
1

( ) 1
n

ij j io

j

P x xλ α
=

≤ ≥ را در نظر بگیرید. با تعریف متغیرهای  ∑−

−0isکمکی   داریم: ≤

(14)                                                                      
1

( ) 1
n

ij j io i

j

P x x sλ α−

=

− ≤ − = −∑ 

:میده یمقرار 
 1

n

i ij j io

j

d x xλ
=

= −∑ 

 هر ترکیب خطی از متغیرهای نرمال، دارای توزیع نرمال است داریم: ازآنجاکه

( )2, ( )i i id N d σ λ 

 که در آن:

1 1

2

1

1 1 1

( )

( ) var( ) var( )

( , ) var( ) 2 ( , )

n n

i ij j io ij j io

j j

n

i i ij j io

j

n n n

j k ij ik io j o ij io

j k j

d E x x x x

d x x

Cov x x x Cov x x

λ λ

σ λ λ

λ λ λ λ

= =

=

= = =

= − = −

= = − =

+ −

∑ ∑

∑

∑∑ ∑
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با در نظر گرفتن متغیر تصادفی
1

n

i ij j io

j

d x xλ
=

=  ( داریم:14در رابطه ) ∑−

( ) 1i iP d s α−≤ − = − 
 و یا:

( ) 1
( ) ( )

i i i i

i i

d d s d
P α

σ λ σ λ

−− − −
≤ = − 

از طرفی با قرار دادن 
( )

i i
i

i

d d
Z

σ λ
−

دارای توزیع نرمال  iZو با توجه به اینکه متغیر =

 استاندارد است داریم:

( ) 1
( )

( )
( )

( )
( )

i i
i

i

i i
i

i

i i

i

s d
P Z

s d
P Z

s d

α
σ λ

α
σ λ

ϕ α
σ λ

−

−

−

− −
≤ = −

+
≥ =

+
=

 

 تابع توزیع تجمیعی نرمال استاندارد است. لذا داریم: ϕدر رابطه فوق 

1 1( ) ( ). ( ) 0
( )

i i
i i i

i

s d
s dϕ α ϕ α σ λ

σ λ

−
− − −+

= → + − = 

 زیر خواهد بود: صورت به( 14بنابراین فرم قطعی محدودیت )

1

1

2

1

1 1 1

( ) ( )

( ) var( ) var( )

( , ) var( ) 2 ( , )

n

ij j i io

j

n

i i ij j io

j

n n n

j k ij ik io j o ij io

j k j

x x

d x x

Cov x x x Cov x x

λ ϕ α σ λ

σ λ λ

λ λ λ λ

−

=

=

= = =

− ≤

= = − =

+ −

∑

∑

∑∑ ∑

 

ی ها تیمحدودبا انجام فرایندی مشابه برای 
1

( ) 1
n

rj j rh

j

P y yλ α
=

≥ ≥ و با توجه به  ∑−

 زیر خواهد بود: صورت به ها تیمحدود، صورت قطعی این دسته از rhyقطعی بودن مقادیر
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1

1

2

1 1

( ) ( )

( ) ( , )

n

rj j r rh

j

n n

r j k rj rk

j k

y y

Cov y y

λ ϕ α δ λ

δ λ λ λ

−

=

= =

+ ≥

=

∑

∑∑
 

 شود: بنابراین مدل درآمد در حالت تصادفی به مدل درجه دوم زیر تبدیل می

(12) 

1

1

1

1

1

max

. . ( ) ( ) , 1,2,...,

( ) ( ) , 1,2,...,

0, 0 1,2,..., , 1,2,..., .

s

r rh

r

n

ij j i io

j

n

rj j r rh

j

j rh

q y

s t x x i m

y y r s

y r s j n

λ ϕ α σ λ

λ ϕ α δ λ

λ

=

−

=

−

=

− ≤ =

+ ≥ =

≥ ≥ = =

∑

∑

∑

 

) (،12در مدل ) )ϕ α )1تابع تجمیعی توزیع احتمال نرمال استاندارد و   )ϕ α−  تابع

 معکوس آن است. همچنین داریم:

(19)      

2

1 1

2

1 1 1

( ) ( , ), 1,2,..., ,

( ) ( , ) var( ) 2 ( , ), 1,2,..., .

n n

r j k rj rk

j k

n n n

i j k ij ik io j ij io

j k j

Cov y y r s

Cov x x x Cov x x i m

δ λ λ λ

σ λ λ λ λ

= =

= = =

= =

= + − =

∑∑

∑∑ ∑
 

( توضیح داده شد، یک مدل غیرخطی 19( به دلیل وجود قیود درجه دوم که در )12مدل )

درجه دوم است. اما اگر متغیرهای ورودی و خروجی را ناهمبسته فرض کنیم از طریق 

مدلی خطی برای محاسبه  توان یم(، 2111شده توسط هوانگ و لی ) ساختار خطای ارائه

واحدهای تصادفی به دست آورد. برای جزئیات بیشتر فرض کنید  متوسط کارایی درآمد

 صورت زیر باشند: ام به jی واحد ها یخروجو  ها یورود

(19) 
, 1,2,...,

, 1,2,..., .

ij ij ij ij

rj rj rj rj

x x a i m

y y b r s

ε

ζ

= + =

= + =
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و ijεو  باشند یممقادیری نامنفی  rjbو  ijaکه در آن  
rjζ  متغیرهای تصادفی نرمال

2که یطور به باشند یم 2(0, ), (0, )ij rjN Nε σ ζ δ صورت نیا. در ijε ها و
rjζ ها

 ( داریم:19روابط ) بر اساس. باشند یمخطاهای متغیرهای تصادفی ورودی و خروجی 

(11)                                                                                           
2 2

2 2

( , )

( , )

ij ij ij

rj rj rj

x N x a

y N y b

σ

δ
 

اکنون اگر متغیرهای ورودی و خروجی را ناهمبسته فرض کنیم آنگاه 

( , ) 0, ( , ) 0rj rk ij ikCov y y Cov x x= ijفرض کرد  توان یم. همچنین = iε ε=  و

rj rζ ζ=زیر خواهد بود: صورت به( 13سازی مدل ) . با این مفروضات، فرایند قطعی 

یها تیمحدود
1

( ) 1
n

ij j io

j

P x xλ α
=

≤ ≥ را در نظر بگیرید. با معرفی ∑−

1

n

i ij j io

j

d x xλ
=

= و با توجه به خواص تابع توزیع نرمال، ساختار خطا و مفروضات  ∑−

 فوق داریم:

1 1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

n n n

i ij j io ij j i ij j io i io

j j j

n n

ij j io i ij j io

j j

d x x x a x a

x x a a

λ λ ε λ ε

λ ε λ

= = =

= =

= − = + − + =

− + −

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

 در این صورت:

2 2

1 1

, ( )
n n

i ij j io ij j io

j j

d N x x a aλ σ λ
= =

 
− − 

 
∑ ∑ 

 شود: زیر قطعی می صورت بههای نامبرده  بنابراین محدودیت

1

1 1

( )
n n

ij j ij j io io

j j

x a a xλ ϕ α σ λ−

= =

− − ≤∑ ∑ 
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اکنون محدودیت
1

( ) 1
n

rj j rh

j

P y yλ α
=

≥ ≥ را در نظر بگیرید. با معرفی ∑−

1

n

r rj j rh

j

k y yλ
=

=  داریم: ∑−

1 1 1

1 1

( )

n n n

r rj j rh rj j r rj j rh

j j j

n n

rj j rh r rj j

j j

k y y y b y

y y b

λ λ ζ λ

λ ζ λ

= = =

= =

= − = + − =

− +

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

 در این صورت:

2 2

1 1

, ( )
n n

i rj j rh rj j

j j

k N y y bλ δ λ
= =

 
− 

 
∑ ∑ 

 شود: زیر قطعی می صورت بهی نامبرده ها تیمحدودبنابراین 

1

1 1

( )
n n

rj j rj j rh

j j

y b yλ ϕ α δ λ−

= =

+ ≥∑ ∑ 

صورت  بهoARE( برای محاسبه 12، مدل تصادفی )rjbلذا با توجه به مثبت بودن مقادیر

 قطعی زیر خواهد بود:

(17)                    

1

1

1 1

1

1 1

max

. . ( ) , 1,2,..., ,

( ) ( ) , 1,2,..., ,

0, 0, 1,2,..., , 1,2,..., .

s

r rh

r

n n

ij j ij j io io

j j

n n

rj j rj j rh

j j

j rh

q y

s t x a a x i m

y b y r s

y r s j n

λ ϕ α σ λ

λ ϕ α δ λ

λ

=

−

= =

−

= =

− − ≤ =

+ ≥ =

≥ ≥ = =

∑

∑ ∑

∑ ∑
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آن را با  توان یممدل فوق به دلیل وجود عبارت قدرمطلق، مدلی غیرخطی است که 

 خطی زیر نوشت: صورت به

(21)        

1

1

1

1

1 1

1

max

. . ( ) ( ) , 1,2,..., ,

( ) ( ) , 1,2,..., ,

, 1, 2,..., ,

, , 0, 0, 1,2,..., , 1, 2,..., , 1, 2,..., .

s

r rh

r

n

ij j i i io

j

n n

rj j rj j rh

j j

n

ij j io i i

j

i i j rh

q y

s t x p p x i m

y b y r s

a a p p i m

p p y i m r s j n

λ ϕ α σ

λ ϕ α δ λ

λ

λ

=

− + −

=

−

= =

+ −

=

+ −

− + ≤ =

+ ≥ =

− = − =

≥ ≥ = = =

∑

∑

∑ ∑

∑

 

*بعد از محاسبه 

rhy ( مقدار21از مدل ،)oARE شود: از رابطه زیر حاصل می 

(21)                             

* *

1 1

1

1 1 1

( ) ( )( )

s s

r rh r rh

r r
o s s s

r ro r ro r ro

r r r

q y q y

ARE

q y q y q bϕ α

= =

−

= = =

= =
+

∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

( بر مقدار 21را از تقسیم مقدار بهینه تابع هدف مدل ) oARE(، مقدار21رابطه ) درواقع

آورد. در ادامه به بررسی  به دست می، α بررسی در سطحتصادفی درآمد واحد تحت 

 :میپرداز یمی مدل فوق ها یژگیو

 هرگاهاست  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهیک  Oواحد  -4تعریف 

oARE =1. 

 شدنی است. α( به ازای هر 21مدل ) -2قضیه 

 اثبات: قرار دهید
10 ( ), 1, 0, ( ) 1, 2,...,j o i i rh rj rjj o p p y y b r sλ λ ϕ α σ+ − −= ≠ = = = = + =

( صدق خواهد 21های مدل ) این جواب در همه محدودیت صورت نیادر  

 ■کرد.
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های واحدها تصادفی باشند و فضای امکان تولید نیز  ها و خروجی بنابراین اگر ورودی

 αدر سطح  oOSSRو  oAREمحدب با بازده به مقیاس متغیر باشد آنگاه برای محاسبه 

را به دست  oARE( مقدار 21( را اجرا کرده و سپس به کمک رابطه )21ابتدا مدل )

توان از  در بازده به مقیاس متغیر، می oOSSRآوریم. در این حالت، برای محاسبه می

*های با وزنoDMUترکیب محدب نقطه مرجع  *

1

n

j j

j

λ λ
=
استفاده کرد که در آن  ∑

* ( 1, 2,..., )j j nλ ( هر 21در رابطه )oAREباشند. مقدار ( می21مقادیر بهینه مدل )=

1oAREاگر  حال نیباااز یک نخواهد بود  تر کوچک لزوماًتواند باشد و  مقداری می = 

خواهد بود و  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهباشد واحد تحت بررسی، 

متوسط کارایی  ازنظربیشتر باشد واحد تحت ارزیابی oARE، هر چه مقدارαتحت هر 

 رتبه بهتری خواهد داشت. درآمد

 ها یافته
در این بخش، مدل پیشنهادی را برای ارزیابی عملکرد دوازده منطقه پستی در ایران به کار 

ی مربوط به مناطق پستی با یک ورودی و سه خروجی ها دادهگیریم. برای این منظور  می

 صورت زیر استخراج شد: به

1x :ی پرسنلی و غیرپرسنلیها نهیهز 

 1yشده : تعداد مرسولات عادی، پیشتاز، سفارشی و ویژه پذیرفته 

2yتعداد مرسولات سرویس الکترونیک : 

3yخدمات فروش : 

 یها ماهه و در فاصله سال 39برای دوازده منطقه پستی در یک دوره  موردنظری ها داده

ی مدیریتی شرکت پست جمهوری اسلامی ایران و با ها گزارشاز سامانه  2111تا  2119

شده  آوری شرکت ملی پست جمهوری اسلامی ایران جمع وبودجه برنامههمکاری مرکز 

 آورده شده است. 1ی در جدول ریگ نیانگیماست. این اطلاعات بعد از 
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 6102-6106های  ها در سال . میانگین داده0جدول 

 مراکز پستی
1x 1y 2y 3y 

 341924 112239 991117 921 استان اصفهان

 13394 21179 279421 192 استان زنجان

 121443 29949 317137 174 استان قزوین

 91912 227324 449174 277 استان گیلان

 292971 222132 999291 237 استان مازندران

 121299 97191 931299 421 استان البرز

 292232 29394 3191279 391 ی تهرانپست 11منطقه 

 991213 413239 792322 412 ی تهرانپست 13منطقه 

 299743 42919 1147211 211 ی تهرانپست 14منطقه 

 121191 91114 412293 371 پستی تهران 19منطقه 

 49174 19312 231211 311 ی تهرانپست 11منطقه 

 99419 11349 372223 172 استان قم

ی خروجی ها متیقی خدمات برای تمامی مناطق پستی، ها متیقبودن  با توجه به یکسان

صورت زیر محاسبه  های این سه سال به ی قیمتریگ نیانگیمواحدها یکسان بوده و از طریق 

 اند: شده

1qکیهر ترافبه ازای  ویژه -: میانگین قیمت مرسولات عادی 

2q کیهر تراف: میانگین قیمت مرسولات سرویس الکترونیک به ازای 

3q کیهر تراف: میانگین قیمت حاصل از خدمات فروش به ازای 

برای سه سال  ها متیقها در طول سه سال، مقادیر  محسوس قیمت رییتغ عدمبا توجه به 

 .اند شدهقطعی فرض  صورت به

انجام  GAMS( و توسط برنامه 21( و )21(، )9ی )ها رابطهارزیابی واحدهای پستی با 

 به دست آمد. 2جدول  صورت بهشد و نتایج آن 
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 واحدها متوسط کارایی درآمد. مقادیر 6جدول 

 مراکز پستی

در حالت قطعی با  AREمقادیر 

پذیری  پوسته دسترسیتکنولوژی 

 آزاد

α 

111/0 472/0 284/0 1/0 

 14/1 19/1 17/1 23/1 14/1 استان اصفهان

 21/1 17/1 21/1 13/1 21/1 استان زنجان

 22/1 22/1 24/1 12/1 22/1 استان قزوین

 11/1 11/1 12/1 19/1 11/1 گیلاناستان 

 23/1 24/1 31/1 21/1 23/1 استان مازندران

 17/1 21/1 27/1 42/1 17/1 استان البرز

 1 1 1113 /91 1 ی تهرانپست 11منطقه 

 31/1 41/1 23/1 92/1 31/1 ی تهرانپست 13منطقه 

 39/1 43/1 91/1 1 39/1 ی تهرانپست 14منطقه 

 14/1 14/1 11/1 17/1 14/1 ی تهرانپست 19منطقه 

 11/1 11/1 17/1 11/1 11/1 ی تهرانپست 11منطقه 

 21/1 21/1 29/1 31/1 21/1 استان قم

متوسط ی قطعی مراکز پستی در نظر گرفته و مقادیر ها داده عنوان به 1ی جدول ها دادهاگر 

 پذیری آزاد دسترسی پوستهمراکز پستی در حالت نامحدب و با تکنولوژی  کارایی درآمد

. شوند یمبرای واحدهای پستی ایجاد  2محاسبه شوند آنگاه مقادیر ستون دوم جدول 

تهران که دارای  11، تنها واحد پستی منطقه شود یمطور که در این ستون مشاهده  همان

اندازه مقیاس بهینه بر اساس  عنوان بهبرابر با یک هست  متوسط کارایی درآمدمقدار 

اندازه مقیاس بهینه بر اساس و بقیه واحدهای پستی  شود یمشناخته  سازی درآمد بیشینه

اندازه مقیاس بهینه بر اساس  عنوان بهتهران  11نیستند و واحد منطقه  سازی درآمد بیشینه

. علاوه بر این هر واحدی که شود یممرجع برای همه واحدها انتخاب  سازی درآمد بیشینه

متوسط کارایی  ازلحاظبالاتری نسبت به بقیه واحدها باشد  ایی درآمدمتوسط کاردارای 

تهران، واحد  11رتبه بالاتری خواهد داشت و بنابراین بعد از واحد منطقه  کارایی درآمد

را در بین دیگر واحدها دارد در  متوسط کارایی درآمدتهران که بالاترین مقدار  13منطقه 
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ورترین اندازه  بهره ازلحاظاگر در این حالت، واحدها را . همچنین ردیگ یمرتبه دوم قرار 

که واحدهای پستی استان  میرس یم(( به این نتیجه 11بودن مقایسه کنیم )رابطه ) مقیاس

هستند این در حالی است  ورترین اندازه مقیاس بهرهتهران هر سه  13و  11مازندران، مناطق 

 سازی درآمد مقیاس بهینه بر اساس بیشینهاندازه ، 13که واحد پستی مازندران و منطقه 

بودن یک واحد  ورترین اندازه مقیاس بهرهنشان داده شد  3طور که در قضیه  نیستند و همان

بودن یک واحد  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهشرط لازم و نه کافی برای 

 است.

اکنون اگر بخواهیم به ارزیابی واحدهای پستی در فضای محدب بپردازیم و برای 

ی واحدها را نیز در طول ها یخروجی ورودی و ریگ اندازهدقت بیشتر در ارزیابی، خطاهای 

ی تصادفی استفاده ها یخروج( با ورودی و 21این سه سال در نظر بگیریم از مدل تصادفی )

ی مراکز پستی دارای توزیعی نرمال ها دادهشود که  ض میشود. برای این منظور فر می

هستند و مقادیر انحراف معیار  1هستند. مقادیر میانگین این واحدها همان مقادیر جدول 

شوند.  ی این سه سال در نظر گرفته میها دادهواحدها نیز از طریق محاسبه انحرافات از معیار 

ی همه واحدها و همچنین عدم ها یروجخو  ها یورودبا فرض یکسان بودن خطاها در 

مدل  نیاز اشده و نتایج حاصل  ( استفاده21، از مدل )ها یخروجو  ها یورودهمبستگی بین 

 آمده است. 2 در جدول αبرای سه مقدار 

α/اگر   =0 واحدها  متوسط کارایی درآمددر نظر گرفته شود آنگاه مقادیر 115

، شود یمطور که در این ستون مشاهده  خواهند بود. همان 2ستون سوم جدول  صورت به

برابر یک است و لذا در این  متوسط کارایی درآمدتهران دارای  14تنها واحد پستی منطقه 

است و مرجع  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه، فقط این واحد αسطح از 

سایر واحدها نیز همین واحد پستی است.  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینه

α/اگر =0 اندازه مقیاس بهینه از واحدهای پستی  کی چیهدر نظر گرفته شود آنگاه  274

از  کی چیه متوسط کارایی درآمدنخواهند بود؛ زیرا مقدار  سازی درآمد بر اساس بیشینه
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اندازه مقیاس بهینه بر اساس ، مقدار αواحدها برابر یک نیست. در این سطح از 

 :است ذیل صورت همه واحدها به سازی درآمد بیشینه

1 1 2 3( / , / , / , / )x y y y= = = =386 91 3519031 69 112173 34 263669 41

 تهران است. 11این واحد، ترکیب محدبی از واحدهای پستی مازندران و منطقه  

α/اگر =0 متوسط کارایی تهران دارای  11باشد، آنگاه واحد پستی منطقه  382

مرجع  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهبرابر یک خواهد شد و تنها  درآمد

α/همه واحدها همین واحد پستی خواهد بود و سرانجام اگر =0 باشد نیز همانند حالت 5

/α =0 ، واحد پستی منطقه سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهتنها واحد  382

سایر واحدها نیز  سازی درآمد اندازه مقیاس بهینه بر اساس بیشینهتهران است که مرجع  11

α/وقتی درواقعقرار گرفته است.  =0 ( نتایج یکسانی 11( با مدل )21است مدل ) 5

صورت  ی واحدهای پستی را بهها داده، اگر فضا را محدب و گرید عبارت بهخواهند داشت. 

را برای واحدهای  2در نظر بگیریم همان نتایج ستون آخر جدول  1قطعی مانند جدول 

α/پستی خواهیم داشت؛ زیرا در سطح =0 قرار  مورداستفادهتنها میانگین واحدها  5

 پوسته. علاوه بر این، نتایج ستون آخر با نتایج ستون دوم که حالت نامحدب ردیگ یم

( و 9) یها ارزی مدل به خاطر هم مسئلهاند که این  هست برابر شده پذیری آزاد دسترسی

این  2شده در جدول  نشان داده شد. نکته آخر در مورد نتایج ارائه 4( است که در قضیه 11)

بیشتری داشته باشد  متوسط کارایی درآمد، واحدی که مقدار αاست که در هر سطحی از 

قرار دارد. در رتبه بهتری نسبت به سایر واحدها  متوسط کارایی درآمدکارایی  ازلحاظ

های متفاوت با مدل αبررسی اعتبار خارجی مدل، نتایج مدل تصادفی به ازای  منظور به

های αهای تصادفی و دربرگیری دهد در نظر گرفتن داده قطعی مقایسه شد که نشان می

 دارند. ریتأثمتفاوت بر نمرات کارایی 

برای رسیدگی اعتبارسنجی داخلی و حساسیت واحدها به هر یک از مقادیر خروجی، 

به دست  3جدول  صورت بهشده محاسبه و  های انتخاب یی واحدها با خروجیکارامقادیر 

 .آورده شد
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شود، مقادیر کارایی اکثر واحدها با حذف  طور که در این جدول مشاهده می همان

زیادی در کارایی و  ریتأثندارند اما حذف خروجی اول که ها تغییر چندانی  بعضی خروجی

قرار  ریتأثی کارایی واحدها را تحت توجه قابلدرآمدزایی واحدهای پستی دارد به میزان 

شده دارای  تهران که در اغلب حالات بررسی 11واحد پستی منطقه  مثال عنوان بهداده است. 

ل به یک واحد پستی ناکارا تبدیل شده کارایی برابر یک بوده با حذف متغیر خروجی او

 است.

α/ سطح ی درخروجترکیبات متفاوت ورودی و  با . متوسط کارایی درآمد7جدول  =0 5 

 مراکز پستی
1 1,x y 

1 1 2, ,x y y 
1 1 3, ,x y y 

1 2 3, ,x y y 
1 1 2 3, , ,x y y y 

 14/1 22/1 13/1 12/1 11/1 استان اصفهان

 21/1 21/1 17/1 11/1 19/1 استان زنجان

 22/1 22/1 21/1 21/1 17/1 استان قزوین

 11/1 22/1 19/1 11/1 19/1 استان گیلان

 23/1 94/1 12/1 22/1 14/1 استان مازندران

 17/1 11/1 11/1 11/1 19/1 استان البرز

 1 29/1 1 1 1 ی تهرانپست 11منطقه 

 31/1 1 31/1 31/1 23/1 ی تهرانپست 13منطقه 

 39/1 17/1 39/1 32/1 32/1 ی تهرانپست 14منطقه 

 14/1 19/1 13/1 13/1 12/1 ی تهرانپست 19منطقه 

 11/1 12/1 19/1 11/1 19/1 ی تهرانپست 11منطقه 

 21/1 12/1 21/1 17/1 17/1 استان قم

 گیری بحث و نتیجه

 واحدها های.خروجی های.قیمت که زمانیخصوص  به واقعی، های.نمونه از بسیاری در

 واحدها کارایی هزینه ارزیابی از بیشتر واحدها درآمد کارایی ارزیابی باشند، مشخص

اندازه مقیاس  ومتوسط کارایی هزینه  مفاهیم مقاله این در ،رو نی. ازادارد قرارموردتوجه 

 حالت برای اند.شده ارائه واحدها هزینه مبنای برها  تحلیل پوششی داده ادبیات در کهبهینه 

اندازه مقیاس بهینه بر اساس  ومتوسط کارایی درآمد  مفاهیم و شده داده توسعه درآمد
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متوسط کارایی  مقادیر توان.می چگونه که شد داده نشان. شدند تعریفسازی درآمد  بیشینه

 در درآمد کارایی اندازه از تر.دقیق و ارزشمند بسیار کارایی اندازه یکعنوان  به رادرآمد 

. کرد محاسبه مقیاس به بازده مورد در فرضی هیچ بدون و نامحدب و محدب فضاهای

 محاسبه مدل کارگیری به و خروجی و ورودی متغیرهای بودن تصادفی فرض با همچنین

 محاسبه برای دوم درجه قطعی مدل یک احتمالی، های.محدودیت بامتوسط کارایی درآمد 

 خطی مدل یک به متغیرها بودن ناهمبسته فرض با که شد ارائهمتوسط کارایی درآمد 

متوسط کارایی  مقادیر بود خواهیم قادر خطی مدل این کمک به که یطور به شده تبدیل

 کرده تعیین را تصادفی درآمد واحدهای سازی بیشینه اساس براندازه مقیاس بهینه  و درآمد

 برای و واقعی نمونه یک در پیشنهادی های.مدل پایان در. بپردازیمها  آن ارزیابی به و

 که شد دیده نمونه این در و شد گرفته کار به پستی واحد دهمتوسط کارایی درآمد  ارزیابی

 اندازه بهترین درآمد، کارایی به نسبت تر.دقیق ارزیابی یک ارائه ضمن پیشنهادی های.مدل

 .کنند.می معرفی ناکارا واحدهای مرجع واحدعنوان  به را درآمدی مقیاس

هایی که عوامل نامطلوب و تصادفی حضور  توسعه روش پیشنهادی برای موقعیت

ورترین اندازه  تخمین بهره علاوه بهرسد.  دارند موضوع جالبی برای تحقیقات آتی به نظر می

مبحثی برای بررسی بیشتر مطرح  عنوان بههای فازی و تصادفی  مقیاس در حضور شاخص

شده در این مقاله برای ارزیابی  های موجود، روش معرفی شود. با توجه به محدودیت می

 ورترین اندازه مقیاس دوازده منطقه پستی در ایران استفاده شد. کارایی و تخمین بهره

ی آن در ریکارگ بهکارگیری این روش برای ارزیابی تمامی مراکز پستی ایران و همچنین  به

 های آتی در نظر گرفت. بررسی عنوان بهتوان  صنعت بانکداری را می

 تعارض منافع

 تعارض منافع نداریم.
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