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 های مفهوم حد و کاربرد آنچرایی
 

 9علی ملخاصی
 

 7/4/11پذیرش:                                            91/9/11دریافت: 

 چکیده

 روشی و مکنی شناسایی  مربوطه مسائل حل در را آن قوت و ضعف نقاط ،تابع حد تعریف بررسی با  داریم  تلاش مقاله این در

 متری ضایف در تابع حد تعریف ضمن بررسی منظور این برای. دهیم ارائه حد مفهوم از واقعی درک بودبه و اصلاح برای منطقی

 این به توانمی حد تعریف مفهوم درک در  تامل با که کنیممی مطرح را سوالاتی اقلیدسی متری بخصوص در فضای دلخواه

 کنیم.ا در زندگی روزمره بیان میحد ر تعریف از  کاربردی پایان  در. داد جواب  سوالات

 .ریاضی آموزش متری، فضای تابع، حد :کلیدی های واژه
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 مقدمه -1

 مستقل کاوش توانایی  با فراگیرانی پرورش  گوید(  می5002، 9استیسی  (استیسی  که همچنان را ریاضی آموزش هدف اگر

 درستی درک  فراگیران باید  که دید خواهیم ،بدانیم واقعی جهان در شده گرفته یاد ریاضی بردن کار به در توانایی و ریاضی در

 .  در5باشند موفق روزمره زندگی در ریاضی کاربرد در بتوانند تا باشند داشته ریاضی قضایای و اصول و قراردادها و تعاریف از

دهیم. یم ارائه  حد تعریف روی از تابع حد اثبات برای حد مفهوم زا واقعی درک بهبود و اصلاح برای منطقی روشی مقاله این

، 9 پردازیم. در بخش، ضمن یادآوری تعریف حد تابع در فضای متری به سوالاتی مفهومی از تعریف حد تابع می5در بخش 

 کنیم.ی بین مشتق تابع و شیب منحنی مطرح میکاربردهایی از تعریف حد تابع از جمله رابطه

 

  متری فضای در تابع حد -5 

 فضای متغیره را در -𝑛  توابع  حد تعریف  سپس و دلخواه متری فضای در را تابع حد تعریف ابتدا ،مقاله از قسمت این در 

 بر تکیه با هک کنیممی بیان حد تعریف روی از تابع حد اثبات به مربوط سوالاتی را  آخر در و کنیممی یادآوری  اقلیدسی متری

فراگیر احتمالا  زیرا  داد. جواب نتوان احتمالا  شده آورده δ حدس  عنوان تحت عمومی ریاضی هایکتاب در که  روشی

های های ممکن را رفع کنیم تا به سوالات مذکور جوابکنیم این ابهامدارد. ما سعی می ε  و δ بین هایی در درک رابطهابهام

 منطقی ارائه دهیم.

 

 اهدلخو  متری فضای در تابع حد 1.1

,X)   کنیم فرض dX )   و(Y, dY )  متری، فضاهایf   بر تابعی E به  Y و   p حدی ینقطه کی E آن در که شدبا 

 E ⊂Xمانند اینقطه هرگاه q ∈  Y باشد بطوریکه موجود زیر خاصیت با: 

∀ε > 0    ∃δ(ε) > 0 ∋   ∀x, x ∈ E   . < dX (x, p) <  δ ⇒  dY (f (x), q) < ε 

  :نویسندمی اینصورت در

lim
x→p

f(x) = q 

 

 :کنید ثابت توابع حد تعریف از استفاده با: مثال

lim
x→0

x + 9
x + 9

= 9 

 : است این شودمی مشاهده هاکتاب اکثر در که آنچه: حل

lim
x→0

x + 9
x + 9

= 9 ⇔ 

∀ε > 0     ∃δ(ε) > 0   ∋ ∀x     0 < |x − 0| < δ ⇒ |
x + 9
x + 9

− 9| < ε 

⇒ |
x + 9
x + 9

− 9| <  ε 

⇒ |
x + 9 − 9x − 9

𝑥 + 9
|  <  ε 

⇒ |
−5x

x + 9
 |  < |

5x

x + 9
 | < ε 

                                                           
۱ . Stacey 
۲ . OECD 
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9 شعاع  به و صفر مرکز به همسایگی یک حال
5
 :کنیم فرض اینکار برای .گیریممی نظر در  xبرای    

|x | <
9
5

 

 یم داشت:اینصورت خواه در

−
9
5

+ 9 < x + 9 <
9
5

+ 9 
9
5

 < x + 9 <
9
5

 
5
9

 <
9

x + 9
< 5 

9برای  مقدار بیشترین بنابراین
x+9

 :داشت خواهیم لذا ،بود خواهد 5عدد  همان  

⇒ |
−5x

x−9
 |  < 5|5x | <  ε 

 :باشیم داشته δ  زنیم که کافیست   برای اینصورت حدس می در

δ < min {
ε

4
,

9
5
}  

 کنندمی پیدا را δ وقتی دبیران بزرگوار  یا اساتید  ،آموزاندانش ،دانشجویان ،عمومی ریاضی هایکتاب نویسندگان اکثر

 :عاجزاند بالا استدلال با زیر سوالات توجیه در است و شده حل مسئله که کنندمی ادعا

|x|  چرا  -9 <  
9
5

9شود؟ آیا به جای می  
5

  توانیم هر عدد دلخواه دیگری را اختیار کنیم؟ می  

δچرا    -5 ≤ min {
ε

4
,

9
5
 ؟ {

 چرا ماکزیمم نگرفتیم  و مینیم گرفتیم ؟  -9

δچرا  -4 > min {
ε

4
,

9
5
 توان اختیار کرد؟را نمی {

 و سوالهای دیگر. -2

 

 اقلیدسی متری فضای در  متغیره دو حقیقی  تابع حد 1.1

Lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) =  L 

⇔  ∀ε > 0     ∃δ(ε) > 0   ∋  ∀(x, y);    0 < √(𝑥 −  a)5 +  (𝑦 −  b)5  < δ 

⇒  |f (x, y) − L|  <  ε 

 

,f(xاگر    مثال: y) = 5x + 9y در اینصورت ثابت کنید: 

Lim
(x,y)→(9,9)

5x + 9y = 2 

 :اثبات

Lim
(x,y)→(9,9)

f(x, y) = 2 

⇔  ∀ε > 0    ∃δ(ε) > 0  ∋  ∀(x, y);    0 < √(x −  9)5 +  (y −  9)5  <  δ 

⇒  |5x + 9y − 2|  <  ε 

 :نوشت توانمی حال

 |5x + 9y − 2|  <  ε 
 و

 |5x + 9y − 2| < 5|x − 9| + 9|y − 9|  <  ε 
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 :داریم اما

|x − 9| <  √((x −  9)5 +  (y −  9)5  ) <  δ ⇒ 5|x − 9 <  5|δ| 
|y − 9| <  √((x −  9)5 +  (y −  9)5  ) <  δ ⇒ 9 |y − 9| <  9|δ| 

 :داشت خواهیم نتیجه در

|5x + 9y − 2| < 5|x − 9| + 9|y − 9|  <  2δ 
 :باسیم داشته که کافیست پس

2δ ≤  ε 
 اینکه یا

δ ≤
ε

2
  

 :داریم شکلم بالا استدلال با زیر سوالات توجیه در متاسفانه. است شده حل مسئله که شودمی ادعا شودمی پیدا δ وقتی هم باز

δ چرا    -9 ≤
ε

2  
 ؟

δچرا      -5 ≥
ε

2
 ؟کرد ختیارا تواننمی را 

δچرا    -9 <
ε

2
 ؟کرد اختیار توانرا نمی  

 .دیگر هایو سوال  -4

 

 اقلیدسی متری فضای در   متغیره -n  تابع حد 1.2

𝑎به  x وقتی    𝑓تابع . باشد   𝑅از    𝐷تعریف شده روی  زیرمجموعه    متغیره -nحقیقی  تابع یک 𝑓اگر  ∈ 𝐷   میل

 یعنی هست،   𝐿ی حد کند دارامی

Lim
x→a

f(x) =  L 

 :باشیم داشته هرگاه

∀ε > 0    ∃δ(ε) > 0  ∋   ∀x;    0 < |x − a| < δ ⇒  |f (x) − L| < ε 
 . داد جواب مذکور سوالات به تواننمی بالا هایاستدلال با و است مطرح بالا مسائل نیز متغیره  -n  توابع برای

 

 حد 1.2

 ادعا دبیران محترم یا اساتید از بعضی مذکور سوالات به جواب در متاسفانه که  کنیممی مشاهده 5 خشب مطالب به توجه با

. است دهش حل مسئله دیگر شد که پیدا همین و کرد قبول باید که است معمولی هایرویه و قوانین از  ایمجموعه ریاضی کنندمی

 باشند داشته باور معلمان اگر دارند می ابراز  (5099، 9گولدینگ و لدینگ )پتروگو و پترو و (9972گویا، ) گویا که همانطور ولی

 اروییروی در هاآن رویکرد شود، سپرده خاطر به باید که است معمولی هایرویه و قوانین از ایمجموعه خاص، طور به ریاضی که

.  گذاردب تأثیر ها و استدلال در منطق فکری  آن  تدریس بر است ممکن امر  این و شد خواهد محدود ریاضی، ناآشنای مسائل با

احتمالی  سوال هر به  بلکه  این بخش  سوالات به تنها نه ،تابع حد تعریف بر تمرکز با مقاله از قسمت این در منظور این  برای

 تعریف توانمی بندی جمع عنوان به. داد خواهیم جواب امکان صورت در رسدمی فراگیر ذهن به که در  این خصوص دیگری

 :گوییم که کرد بیان زیر صورت به ،شده تعریف اقلیدسی متری فضای یک در 𝑎  همسایگی در که  را f حقیقی  تابع حد

Lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) =  L 

                                                           
۱ Petrou & Goulding 
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هایی که در   x تمامی بطوریکه دارد وجود ε به وابسته δ مثبت عدد یک حداقل εمثبت  عدد هر ازای به اگر فقط و اگر

 به و   Lمرکز  به همسایگی در  𝑓تابع  در  ها  𝑥همان  مقادیر آنگاه بگیرند قرار δو به شعاع   𝑎همسایگی  محذوف به مرکز 

  x-a|< δ|رابطه    اگر که استδ  یافتن  تعریف روی از تابع حد اثبات در ما اصلی حکم بنابراین . بودند گرفته قرار ε شعاع

 متاسفانه.  شودمی انتخاب δ  از قبل εعدد  همواره و بود شده برقرار t زمان از قبل f(x)-L|< ε| رابطه باشد برقرار  t زمان در

  د بود. در صورتیکهنیز برقرار خواه f(x)-L|< ε|آنگاه رابطه  شود برقرار  x-a|< δ|رابطه  اگر که شودمی تصور چنان غلط به

f اگر عبارتی به. است داشتهمی وجود قبلا    𝑓 نداریم زیرا  همواره  مطالعه برای چیزی باشد نداشته وجود𝑥   وجود دارد و نقش

 دهش مطرح سوالات به  توجه کنیم خواهیم کرد صورتیکه در زیر استدلال به  را زیر مثال اگر حال.  کند. تعیین می  𝑓اصلی را  

  .داد خواهیم های منطقی و قابل درکجواب این بخش در

 :کنید ثابت  تابع حد تعریف از استفاده : بامثال

lim
x→0

x + 9
x + 9

= 9 

 : حل

lim
x→0

x + 9
x + 9

= 9 ⇔ 

∀ε > 0    ∃δ(ε) > 0 ∋  ∀x0 < |x − 0| < δ ⇒ |
x + 9
x + 9

− 9| <  ε, 

 کنیم کهاست. حال ادعا می  δ حکم ما یافتن

δ ≤ min {
ε

4
,
9
5
}. 

این است و دلیل آن را از  در کند کلیدتشبیه کرد. وقتی کسی ادعا می در  توان مشابه پیدا کردن کلید یکرا می δ یافتن 

ممکن است دلیل  ، ولو فردشود یا نهگوید برید امتحان کنید ببینید در باز میفرد می پرسندمی را پیدا کردهدر ی که کلید فرد

ر. لذا در اینجا یا دلایل دیگ ای بودهیا دزد حرفه ینکه چرا این کلید را انتخاب کردید نگوید و سری باشد یا فرد تخصص داشتها

0 کنیم که اگر ثابت می < |x − 0| < δ    رابطه برقرا باشد آنگاه   |
x+9
𝑥−9

− 9| <  εحتما برقرار شده بود. حال فرض کنیم 

0 < |x − 0| < δ بر به تعریف برقرار باشد بناmin  یو رابطه δ ≤ min {
ε

4
,

9
5
δ  هر دو رابطه  { ≤

ε

4
δو   ≤

9
5

توام  

0برقراراند. از  < |x − 0| < δ ≤
9
5

x|  خواهیم داشت  − 0| = |x|  ≤
9
5

 

 در نتیجه و

−
9
5

+ 9 < x + 9 <
9
5

+ 9 ⇒
9
5

 < x + 9 <
9
5

 

 توان دریافت که:پس می 

⇒ |
x + 9
x + 9

− 9| = |
x + 9 − 9x − 9

x + 9
| = |

−5x

x + 9
 | = |

5x

x + 9
 | <  ε 

 بیشترین مقدار عبارت و

9
𝑥+9

  

 آنگاه داریم: x-0|= |x|< δ|>0است و طبق فرض  5عدد  

|
x+9
𝑥+9

− 9| = |
x+9−9x−9

𝑥+9
| = |

−5𝑥

𝑥+9
 | = |

5𝑥

𝑥+9
 |< |5x| × 5 = 4|x|  < 4.  
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|x|  سوالات اول بالا  اگر  به  پاسخ برای .دهیم جواب  شده مطرح سوالات به توانیممی ما بالا  استدلال حال با <
9
5

 برقرار 

9 مقدار بیشترین توانستیمنمی نبود
𝑥+9

|  بودن برقرار قبلا تا آوریم بدست را 
x+9
𝑥+9

− 9| < ε  در پاسخ به سوال  .تضمین کنیم را

δدوم، اگر    ≤ min {
ε

4
,

9
5
δ رابطه   دو هر از توانستیمنمی نبود  برقرار  { ≤

ε

4
δو   ≤

9
5

 دادن نشان در هم که کنیم استفاده  

| رابطه
x+9
𝑥+9

− 9| < ε  9 عدد انتخاب در عمل آزادی کار  این با هم و داشتیم نیاز رابطه دو هر به
5
  سوال برای. کردیم محدود را 

δ روابط از یکی فقط اینصورت در  زیرا. نگرفتیم اکزیممم چرا که سوم ≤
ε

4
δیا   ≤

9
5

 دو هر به ما صورتیکه در شدمی برقرار   

δکه اگر  ل چهارم استدلال این هستسوا مورد در. داشتیم نیاز رابطه > min {
ε

4
,

9
5
 رابطه  ε و δ   بین توانستیمنمی بود برقرار   {

 . دهیم جواب هم در این خصوص را دیگر سوالات به توانیممی ترتیب همین به. کنیم برقرار

 

 روزمره زندگی در حد تعریف کاربرد -2

 و ریاضیات» آوریممی(  99 ص ؛ 9919 ) ملی درسی یبرنامه سند سوم نگاشت  از بخشی ،مقاله از  قسمت این در حال

 دارای که آیدمی شمار به مختلف هایحوزه در زندگی مشکلات حل جهت در و روزانه زندگی از بخشی آن کاربردهای

 بتوانند سائلم با برخورد در که شد خواهد افرادی تربیت موجب ریاضیات. است انسانی متفاوت هایفعالیت در وسیع کاربردهای

 مهم وجه. سازندب جامع هایتئوری یرامونیپ هایپدیده یدرباره و باشند داشته انتزاع و تجزیه قدرت کنند، استدلال منطقی طور به

 اقتصادی طبیعی، ادیم ممکن هایوضعیت کنترل و بینیپیش پیچیده، هایموقعیت دقیق توصیف برای انسان  توانمندسازی ریاضی

 باشدمی یریاض آموزش اساسی اهداف از انتزاعی، و روزمره مسائل حل در ریاضی کارگیری به توانایی بنابراین. است اجتماعی و

 نگرشی و مهارتی دانشی، اهداف شاخه سه از ریاضی حوزه درسی برنامه اهداف اینکه به اشراف با [«. است اصل در تأکیدها]

 به استناد با بنابراین  .است نگرشی اهداف از روزمره زندگی مسائل و مشکلات حل در ریاضیات نقش به توجه  و شده تشکیل

 بکارگیری در   ،ریاضی تدریس در باید ریاضی مرجع آموزشگران گفت توان(،  می5099، 9)واسیلیو مانند  دیگر سنادا یا اسناد این

 یادگیری -یاددهی جریان به مربوط مسائل تمام درگیر ریاضی آموزش زیرا.  باشند داشته ویژه توجه روزمره زندگی در ریاضی

 و گسترش  است عبارت ریاضی آموزش( 9111 ،5الرتون و  کلمنتر ( الرتون و کلمنتز یگفته به(.  9972 ، گویا)  است  ریاضی

 :یمکنمی اشاره روزمره زندگی در  حد از کاربردی به پایانی قسمت این در مناسب. حال ریاضی درسی برنامه یک کاربرد

 

 کاربرد   2.1

 تانژانت با ستا برابر وجود صورت در تعریف دامنه از نقطه یک در حقیقی تابع  یک مشتق اینکه اثبات برای قسمت این در

 :داشت خواهیم لازم را زیر قضیه ،سازدمی ها  x محور مثبت جهت با تماس نقطه در منحنی بر مماس خط که ایزاویه

 تعریف   𝑓𝑜𝑔 و باشد  𝑅𝑘به     𝑅𝑚 زا  تابعی f و  𝑅𝑚به   𝑅𝑛 از  تابعی𝑔  کنیم فرض مرکب: توابع پیوستگی قضیه

 .است پیوستهa در  fog آنگاه ،باشد پیوسته g(a)   در  f و a  در  𝑔 اگر. باشد شده

lim  که  کندمی بیان  بالا شرایط با  قضیه واقع در
x→a

f og(a )  =  f (lim
x→a

  g(x)) عبور تابع از حد ردیگ  عبارت به 

 :داریم مشتق تابع تعریف طبق. است پذیرمشتق 𝑎  طول به نقطه در  𝑓 تابع کنیم فرض حال. کندمی

f ′(a) = lim
x→a

f(x)−f(a)

x−a
 

                                                           
۱۱.Vassiliou 
۲�Clements &Ellerton  
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 نقطه زیر     𝑓عتاب نمودار در اگر. سازدمی𝜃  زاویه افق راستای با PQ قاطع خط شودمی مشاهده زیر نمودار در همانطوریکه

Q(x, , y) نقطه به  P(x, , y)    تابع   نمودار بر خط این نهایت  در شود نزدیک𝑃 داریم و شودمی نزدیک: 

 

 
 

α = lim
𝑄→P

θ 

 :داریم است. طبق تعریف تابع تابع یک تانژانت چون

 tan α =  tan lim
Q→P

 θ 

 

 :داشت خواهیم و کندمی از حد عبور  ،  تانژانت  𝑡𝑎𝑛پیوستگی تابع  بمرک توابع پیوستگی قضیه طبق

 tan α =   lim
Q→P

 tan θ. 
 

 نیز اینجا در لذا. بود شده نزدیک 𝑏به   𝑦 آنگاه شود نزدیک𝑎  به 𝑥  وقتی که رسیدیم نتیجه این به ، 5بخش  به توجه با

  نیست لازم و کنیم تمرکز نقاط طول به افیستک 𝑃 به 𝑄 کردن میل در کافیست

(x, y)  →  (a, b) 
x کافیست و → a    و نیازی به نوشتن    y → b     و  بخصوص(x, y)  →  (a, b)    نویسیمنیست  و می: 

 tan α =   lim
x→a

tan θ . 

 ضلع اندازه رب تقسیم زاویه آن به مقابل ضلع دازهان با است برابر الزاویهقائم مثلث یک در زاویه یک تانژانت ،تعریف طبق

 :داریم نهایت در و مجاور

tan α = lim
x→a

tan θ = lim
x→a

f(x)−f(a)

x−a
= f ′(x) 

 

 



_____________________________________________ پویش در آموزش علوم پایه   

 کاربرد   2.1

 اینصورت در باشد بیشتر  ε از δ  اگر بگیرد نظر در را آن درآمد تابع بایستی کندمی اندازیراه را ایکارخانه یک فردی اگر 

δزیرا ماشین موقعی مفید است که  .کرد نخواهد سود  شخص ≤ ε  .یعنی انرژی کم مصرف کنیم نتجه بیشتر بگیریم ، 
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