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چکيده: در اين پژوهش به بررسي اثرات اقتصادي استخراج از ذخاير سوخت هاي فسيلي پرداخته 
شد که استفاده و مصرف اين سوخت ها منجر به انتشار آلودگي و وارد نمودن آسيب هاي جدي به 
محيط زيست مي گردد. در پژوهش حاضر، دنيايي مدل مي گردد که در آن يک کارتل عرضه کننده 
سوخت هاي فسيلي و يک ائتلاف تقاضاکننده اين سوخت ها وجود دارد. کارتل حداکثرکننده 
منافع ناشي از عرضه سوخت خود است و توجهي به اثرات خارجي زيان بار زيست محيطي ناشي 
از مصرف اين سوخت ها ندارد. اما ائتلاف مصرف کننده سوخت هاي فسيلي، به دليل اينکه از 
انتشار آلودگي هاي زيست محيطي اين سوخت ها متضرر مي گردد، سياست هايي را براي کاهش 
اين اثرات منفي که طبعاً منجر به کاهش مصرف سوخت نيز خواهد شد، به کار مي گيرد. بدين 
ترتيب، به دليل وجود تضاد منافع، کارتل و ائتلاف وارد يک بازي هم زمان با يکديگر مي شوند که 
هر يک به ترتيب به دنبال حداکثر کردن سود و رفاه خود هستند. نتيجه مهم اين بازي رسيدن 
به دو تعادل پايدار متفاوت است. يک تعادل بسيار به صفر نزديک است و حکايت از تهي شدن 
ذخاير سوخت هاي فسيلي دارد، اما مقدار تعادلي ديگر به طور معني داري از صفر فاصله دارد که 

دليل رسيدن به اين نقطه تعادلي به کشف ذخاير جديد برمي گردد. 

کليدواژه�ها:� سوخت هاي فسيلي، آلودگي محيط زيست، کارتل عرضه کننده سوخت هاي 
فسيلي، ائتلاف واردکننده  سوخت هاي فسيلي، بازي پويا.

.Q54, H23, C73  :JELطبقه�بندي�

مرضيه مطفف
اجتماعي،   اقتصادي  سيستم هاي  مهندسي  کارشناس ارشد 

موسسه عالي آموزش و پژوهش مديريت و برنامه ريزي

مهدي فدايي
پژوهش  و  آموزش  عالي  موسسه  اقتصاد  گروه  استاديار 

مديريت و برنامه ريزي )نويسنده مسئول(

m.motaffef@yahoo.com

m.fadaee@imps.ac.ir

شي
وه

پژ
 - 

مي
 عل

مه
لنا

ص
ف

22
51

-9
09

2 )
پي

)چا
اپا 

ش
ه 1

مار
  ش

كم 
 و ي

ستم
ل بي

سا
 10

5-
12

ص 2
ص 

IS
C

در 
يه 

نما
13

95
ار 

به



شی
وه

پژ
ی- 

علم
مه 

لنا
ص

ف
کم

و ي
م 

ست
 بي

ال
س

ه 1
مار

ش
13

95
ار 

به

106

مقدمه
سوخت هاي فسيلي از مهم ترين منابع طبيعي در اختيار بشر هستند که همانند بسياري ديگر از 
از اين رو، استفاده و  بازتوليد و تجديدپذيري ندارند.  با محدوديت مواجه بوده و امکان  منابع طبيعي 
حفاظت درست از اين منابع اهميت به سزايي دارد. اما يکي از نکات مهمي که سوخت هاي فسيلي 
را تا حدودي از ساير منابع طبيعي متمايز مي نمايد، آلودگي هاي ناشي از مصرف اين سوخت هاست. 
آلودگي هاي ناشي از مصرف سوخت هاي فسيلي در دنياي امروزي مسايل عديده اي را براي محيط زيست 
پديد آورده است. استخراج و مصرف سوخت هاي فسيلي علاوه بر اثرات مخربي که بر محيط زيست وارد 
مي آورد، به طور مستقيم سلامت افراد جامعه را نيز به مخاطره مي اندازد. بنابراين بررسي استخراج و 
مصرف از يک منبع طبيعي تجديدناپذير مثل نفت بدون در نظر گرفتن آلودگي هاي حاصله و اثرات 
منفي آن منجر به ايجاد نتيجه هاي گمراه کننده اي خواهد شد که از واقعيت فاصله بسياري خواهند 

داشت.
طبيعي  منبع  يک  از  استخراج  مسئله   که  است  شده  اين  بر  سعي  پژوهش  اين  در  اين رو،  از 
تا  قرار گيرد  بررسي  مورد  است،  آلودگي  آن که  عوارض جانبي  با  نفت( همراه  )مانند  تجديدناپذير 
نتايج واقعي تر و کارگشاتر باشند. بدين منظور، مسئله اي مدل مي شود که در آن يک کارتل1 )مانند 
سوخت ها  اين  تقاضاکننده  کشورهاي  به  را  خود  محصول  فسيلي،  سوخت هاي  عرضه کننده  اوپک( 
صادر مي کند. هدف کشورهاي تقاضاکننده سوخت به حداکثر رساندن رفاه مصرف کنندگان و هدف 
کارتل حداکثر نمودن سودش است. همان گونه که بيان شد، فرآورده هاي حاصل از توليدهاي کارتل 
با آلودگي هايي )گازهاي گلخانه اي( همراه است که مصرف کنندگان در کشور هاي واردکننده را متضرر 
مي سازد و از آنجايي که کارتل هيچ مسئوليتي را براي کنترل اين آلودگي بر عهده نمي گيرد، کشورهاي 
واردکننده  سوخت هاي فسيلي، خود کنترل آلودگي را بر عهده مي گيرند و براي اينکه بتوانند به لحاظ 
راهبردي نقش مؤثري را در مقابل کارتل ايفا نمايند با يکديگر تشکيل يک ائتلاف را مي دهند. به دليل 
اينکه منافع کارتل و ائتلاف، متأثر از رفتار راهبردي يکديگر هستند، نمي توان مسئله را به روش کنترل 
بهينه حل نمود؛ بلکه بايد بازي راهبردي ميان کارتل استخراج کننده و ائتلاف واردکننده  منبع را حل 
نمود. در اين مسئله به دليل ماهيت ذخاير منابع و انباشت آلودگي که در طول زمان تغيير مي يابند، 

بازي ميان کارتل و ائتلاف را بايد به صورت پويا مدل سازي نمود.
در همين رابطه و در چارچوب يک مدل پويا، مطالعه هايي چند به بررسي اقتصادي، استخراج از 

1. Cartel
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يک منبع طبيعي که بر روي محيط زيست نيز اثرات زيان باري مي گذارد، پرداخته اند. تهونن1 )1995 
و 1996( به بررسي استخراج از يک منبع تجديدناپذير که اثرات زيان باري را بر روي محيط زيست 
مي گذارد، پرداخته است. وي براي اين منظور هم طرف عرضه و هم طرف تقاضاي بازار سوخت هاي 
فسيلي را بررسي نموده است. تهونن )1995( نشان مي دهد که اگر عرضه سوخت هاي فسيلي توسط 
فروشندگان رقابتي صورت گيرد، نتيجه ها متمايز خواهد بود با زماني که عرضه اين سوخت ها را يک 
تعدادي  يا  از منبع توسط يک کارتل  بررسي استخراج  به  بر عهده مي گيرد. تهونن )1996(  کارتل 
عرضه کننده که با هم رقابت دارند پرداخته که در طرف مقابل بازار نيز کشور هاي خريدار براي مقابله 
با آلودگي با هم تشکيل يک دولت بين المللي را داده اند. ويرل2 )1995( بازي پويايي را بين يک کارتل 
عرضه کننده سوخت هاي فسيلي و يک دولت تقاضاکننده به تصوير مي کشد که در اين بازي مصرف 
انرژي حاصله از سوخت هاي فسيلي منجر به آلودگي هوا و گرم شدن جهاني مي گردد. نتيجه هايي 
که وي از اين بررسي به دست مي آورد آن است که در نظر گرفتن اين موضوع که آلودگي به صورت 
طبيعي تنزل مي يابد و هزينه استخراج نيز در طول زمان افزايش مي يابد، منجر به ايجاد يک چارچوب 
واقع بينانه تري براي مسايل گاز هاي گلخانه اي مي گردد. ليسکي و تهونن3 )2004( نيز به بررسي اثرات 
ماليات آلودگي بر روي يک منبع تجديدناپذير پرداخته اند. آنها مسئله اي را به تصوير مي کشند که 
در آن يک منبع تجديدناپذير توسط يک کارتل مورد بهره برداري قرار مي گيرد و در طرف مقابل نيز 
تقاضاکنندگان اين منبع آژانسي را تشکيل مي دهند که بتوانند به صورت راهبردي بر روي آلودگي هاي 
ناشي از ذخاير استخراج شده، تأثير گذارند. نتيجه هاي اين بررسي نشان مي دهد که ماليات هاي کربن 
باعث  نتيجه  و در  به کار گرفته شوند  توليدکننده سوخت هاي فسيلي  قيمت  براي کاهش  مي توانند 
جابه جايي رانت منبع از کشورهاي صادرکننده گردند. همچنين نشان مي دهد مالياتي که به خاطر 
آلودگي وضع مي گردد فقط يک ماليات پيگوي نيست، بلکه شامل ارزش حال خسارت هاي نهايي و 
يک جز تعرفه اي مي گردد که اين جز سبب مي گردد تا ماليات آلودگي از ماليات پيگوي منحرف گردد.

موضوع  واقعيت،  با  بيشتر  انطباق  جهت  پيشين،  پژوهش هاي  گرفتن  نظر  در  با  حاضر  مطالعه 
افزوده است، زيرا منابع طبيعي زيادي  نيز مدنظر قرار داده و به مدل مسئله  را  کشف ذخاير جديد 
در سطح جهان وجود دارد که امکان استفاده و بهره برداري از آنها تاکنون وجود نداشته است ولي 
با وجود پيشرفت هاي روزافزون فناوري و دانش بشريت هر روزه اين امکان وجود دارد که اين منابع 

1. Tahvonen
2. Wirl
3. Liski & Tahvonen
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نيز  امروزي  دنياي  اضافه شوند. در  به ذخاير موجود  و  نموده  پيدا  را  بهره برداري  و  استفاده  قابليت 
استخراج کنندگان بزرگ منابع طبيعي از اين امر غافل نبوده و همواره تلاش ها و سرمايه گذاري هايي 
موضوع  به  همزمان  که  پژوهش هايي  در  تاکنون  مسئله  اين  که  داده اند  انجام  منظور  اين  براي  را 
با  دارد  سعي  پژوهش  اين  بنابراين  است.  شده  گرفته  ناديده  پرداخته اند،  آلودگي  و  منابع طبيعي 
را  فسيلي(  سوخت هاي  )مانند  منابع طبيعي  از  استخراج  مدل  جديد،  ذخاير  کشف  گرفتن  نظر  در 
مقدار  فسيلي  سوخت هاي  عرضه کننده  کارتل  مطالعه  اين  در  واقع،  در  سازد.  کارآمد تر  و  واقعي تر 
مشخصي از ذخاير را در اختيار داشته که در هر دوره از اين ذخاير، به منظور برآورده نمودن تقاضاي 
مصرف کنندگان استخراج مي نمايد. از آنجايي  که ذخاير در اختيار کارتل محدود بوده، کارتل براي 
مقابله با اين محدوديت در هر دوره تلاشي را به منظور کشف ذخاير جديد انجام مي دهد. لامبرتيني1 
)2014( نيز مسئله اي را مدل سازي نموده که در آن بنگاه ها با سرمايه گذاري در فعاليت هاي اکتشافي 

دست به کشف ذخاير جديد مي زنند. 
در اين مطالعه بازي بين کارتل و ائتلاف در چارچوب يک مدل پويا به صورت همزمان و به روش 
به حل مدل  بيان مي گردد. بخش سوم  آن  و مدل سازي  پژوهش  ادامه مسئله  در  است.  باز2  حلقه  
اختصاص يافته و نتيجه هاي آن در بخش چهارم ارايه شده است. در نهايت جمع بندي و نتيجه گيري 

بخش آخر پژوهش حاضر است.

مدل�پژوهش
ائتلاف  يک  و  عرضه کننده  کارتل  يک  آن  در  تنها  که  مي گردد  مدل  دنيايي  پژوهش  اين  در 
تقاضاکننده اي  کشورهاي  از  متشکل  مذکور  ائتلاف  دارد.  وجود  فسيلي  سوخت هاي  تقاضاکننده 
مشترک  به صورت  را  راهبردهايشان  که  مي شوند  هم پيمان  بيشتر،  اثربخشي  به منظور  که  مي گردد 
انتخاب نمايند. کارتل موجود در اين پژوهش نيز مقدار مشخصي از ذخاير سوخت هاي فسيلي را در 
اختيار دارد که در هر دوره به منظور حداکثر نمودن سودش از اين ذخاير به ميزان q استخراج نموده و 
به قيمت p مي فروشد. همچنين از آنجايي که ميزان اين ذخاير محدود بوده، کارتل در هر دوره تلاشي 
را براي کشف ذخاير جديد انجام مي دهد که اين تلاش با e نشان داده مي شود. بنابراين، از ميزان 
ذخاير سوخت هاي فسيلي، x در اختيار کارتل در هر دوره توسط استخراج کاسته و به واسطه کشف 

1. Lambertini
2. Open-loop
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ذخاير جديد بر مقدارش افزوده مي گردد. با توجه به توضيح هاي بيان شده ميزان ذخاير سوخت هاي 
فسيلي در طول زمان ثابت نبوده و دستخوش تغييرات قرار مي گيرد که تغييرات اين ذخاير در طول 

زمان تشکيل، يک معادله پويا به صورت معادله )1( را مي دهد:

4 
 

 1باز  روش حلقه  همزمان و به   صرررورتبه  در چارچوب یک مدل پویا     بازی بین کارتل و ائتلاف   در این مطالعه   
ست  سئله در ادامه  .ا صاص یافته و حل مدل به  سوم بخش  .دگردبیان می سازی آن مدلو پژوهش  م ن آ هاینتیجه اخت

 .است پژوهش حاضر بخش آخرگیری نتیجه و بندیجمعدر نهایت  است.ه شده در بخش چهارم ارای

 پژوهشمدل 

های کننده و یک ائتلاف تقاضرراکننده سرروخت د که تنها در آن یک کارتل عرضررهگردپژوهش دنیایی مدل می این در
سیلی وجود دارد  ضاکننده     .ف شورهای تقا شکل از ک شتر،    منظوربهد که گردای میائتلاف مذکور مت شی بی  پیمانمهاثربخ

شان راهبرد که شوند می شترک انتخاب نمایند  صورت بهرا  های صی از    نیز کارتل موجود در این پژوهش  .م شخ مقدار م
 𝑞𝑞به میزان  ذخایراز این داکثر نمودن سررودش ح منظوربههای فسرریلی را در اختیار دارد که در هر دوره سرروخت ذخایر

محدود بوده، کارتل در هر دوره تلاشی   ذخایرمیزان این  کهآنجایی از. همچنین فروشد می 𝑝𝑝نموده و به قیمت استخراج  
شف   شان داده می  𝑒𝑒دهد که این تلاش با جدید انجام می ذخایررا برای ک های سوخت  ذخایراز میزان  ،بنابراین .شود ن

 .دردگجدید بر مقدارش افزوده می ذخایرکشف   واسطه هدر اختیار کارتل در هر دوره توسط استخراج کاسته و ب    𝑥𝑥،فسیلی 
ضیح با توجه به  شده  هایتو ستخوش تغییرات قرار    سوخت  ذخایرمیزان  بیان  سیلی در طول زمان ثابت نبوده و د های ف

 دهد:میرا  (1معادله ) صورتبه پویا یک معادله ،در طول زمان تشکیل ذخایرگیرد که تغییرات این می
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑡𝑡 ≡ �̇�𝑥(𝑡𝑡) = −𝑞𝑞(𝑡𝑡) + 𝑒𝑒(𝑡𝑡)𝑥𝑥(𝑡𝑡).                                                                 (1)  

سیلی در هر دوره از زمان با  سوخت  ذخایردر  تغییرات شان داده می  �̇�𝑥های ف ست با    ن شف جدید  ذخایرشود که برابر ا  ک
ستخراج از   ،(𝑒𝑒𝑥𝑥) در هر دوره شده  شف   (.𝑞𝑞) در همان دوره ذخایرمنهای میزان ا تابعی از  نیز جدید در هر دوره ذخایرک

 ذخایرشود. علت آنکه کشف   در اختیار کارتل در نظر گرفته می (𝑥𝑥) های فسیلی سوخت  ذخایرمیزان و  (𝑒𝑒) تلاش کارتل
وجود قبلی م ذخایرجدید در حوالی جایی که  ذخایر، آن است که احتمال وجود  است در اختیار کارتل  ذخایرجدید تابعی از 

گر کارتلی مثل اوپک در نظر گرفته ا مثال عنوانبه (.Lambertini, 2014) اسررت، بیشررتر از مناطگ دیگر خواهد بود 
سی سوخت  ذخایرکه اکثر  شود  ست و   لیهای ف شده ا شف   اش در خاورمیانه واقع   ،جدید کند ذخایربخواهد اقدام به ک

 در همان منطقه خاورمیانه باشد بسیار بیشتر از بقیه مناطگ جهان خواهد بود. ذخایراحتمال آنکه این 

برابر است   و شده نشان داده   πآن به تقاضاکنندگان با   فسیلی و عرضه   ذخایری کارتل از استخراج  الحظه سود 
 :با

π(𝑡𝑡) = 𝑝𝑝(𝑡𝑡)𝑞𝑞(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐𝑞𝑞(𝑡𝑡)2 − 𝑏𝑏𝑒𝑒(𝑡𝑡)2 .                (2)          

                                                           
1. Open-loop 

              )1(

تغييرات در ذخاير سوخت هاي فسيلي در هر دوره از زمان با x نشان داده مي شود که برابر است با 
ذخاير جديد کشف  شده در هر دوره )ex(، منهاي ميزان استخراج از ذخاير در همان دوره )q(. کشف 
ذخاير جديد در هر دوره نيز تابعي از تلاش کارتل )e( و ميزان ذخاير سوخت هاي فسيلي )x( در اختيار 
کارتل در نظر گرفته مي شود. علت آنکه کشف ذخاير جديد تابعي از ذخاير در اختيار کارتل است، آن 
است که احتمال وجود ذخاير جديد در حوالي جايي که ذخاير قبلي موجود است، بيشتر از مناطق 
ديگر خواهد بود )Lambertini, 2014(. به عنوان  مثال اگر کارتلي مثل اوپک در نظر گرفته شود که اکثر 
ذخاير سوخت هاي فسيلي اش در خاورميانه واقع شده است و بخواهد اقدام به کشف ذخاير جديد کند، 
احتمال آنکه اين ذخاير در همان منطقه خاورميانه باشد بسيار بيشتر از بقيه مناطق جهان خواهد بود.
سود لحظه اي کارتل از استخراج ذخاير فسيلي و عرضه آن به تقاضاکنندگان با π نشان داده شده 

و برابر است با:
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 1باز  روش حلقه  همزمان و به   صرررورتبه  در چارچوب یک مدل پویا     بازی بین کارتل و ائتلاف   در این مطالعه   
ست  سئله در ادامه  .ا صاص یافته و حل مدل به  سوم بخش  .دگردبیان می سازی آن مدلو پژوهش  م ن آ هاینتیجه اخت

 .است پژوهش حاضر بخش آخرگیری نتیجه و بندیجمعدر نهایت  است.ه شده در بخش چهارم ارای

 پژوهشمدل 

های کننده و یک ائتلاف تقاضرراکننده سرروخت د که تنها در آن یک کارتل عرضررهگردپژوهش دنیایی مدل می این در
سیلی وجود دارد  ضاکننده     .ف شورهای تقا شکل از ک شتر،    منظوربهد که گردای میائتلاف مذکور مت شی بی  پیمانمهاثربخ

شان راهبرد که شوند می شترک انتخاب نمایند  صورت بهرا  های صی از    نیز کارتل موجود در این پژوهش  .م شخ مقدار م
 𝑞𝑞به میزان  ذخایراز این داکثر نمودن سررودش ح منظوربههای فسرریلی را در اختیار دارد که در هر دوره سرروخت ذخایر

محدود بوده، کارتل در هر دوره تلاشی   ذخایرمیزان این  کهآنجایی از. همچنین فروشد می 𝑝𝑝نموده و به قیمت استخراج  
شف   شان داده می  𝑒𝑒دهد که این تلاش با جدید انجام می ذخایررا برای ک های سوخت  ذخایراز میزان  ،بنابراین .شود ن

 .دردگجدید بر مقدارش افزوده می ذخایرکشف   واسطه هدر اختیار کارتل در هر دوره توسط استخراج کاسته و ب    𝑥𝑥،فسیلی 
ضیح با توجه به  شده  هایتو ستخوش تغییرات قرار    سوخت  ذخایرمیزان  بیان  سیلی در طول زمان ثابت نبوده و د های ف

 دهد:میرا  (1معادله ) صورتبه پویا یک معادله ،در طول زمان تشکیل ذخایرگیرد که تغییرات این می
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑡𝑡 ≡ �̇�𝑥(𝑡𝑡) = −𝑞𝑞(𝑡𝑡) + 𝑒𝑒(𝑡𝑡)𝑥𝑥(𝑡𝑡).                                                                 (1)  

سیلی در هر دوره از زمان با  سوخت  ذخایردر  تغییرات شان داده می  �̇�𝑥های ف ست با    ن شف جدید  ذخایرشود که برابر ا  ک
ستخراج از   ،(𝑒𝑒𝑥𝑥) در هر دوره شده  شف   (.𝑞𝑞) در همان دوره ذخایرمنهای میزان ا تابعی از  نیز جدید در هر دوره ذخایرک

 ذخایرشود. علت آنکه کشف   در اختیار کارتل در نظر گرفته می (𝑥𝑥) های فسیلی سوخت  ذخایرمیزان و  (𝑒𝑒) تلاش کارتل
وجود قبلی م ذخایرجدید در حوالی جایی که  ذخایر، آن است که احتمال وجود  است در اختیار کارتل  ذخایرجدید تابعی از 

گر کارتلی مثل اوپک در نظر گرفته ا مثال عنوانبه (.Lambertini, 2014) اسررت، بیشررتر از مناطگ دیگر خواهد بود 
سی سوخت  ذخایرکه اکثر  شود  ست و   لیهای ف شده ا شف   اش در خاورمیانه واقع   ،جدید کند ذخایربخواهد اقدام به ک

 در همان منطقه خاورمیانه باشد بسیار بیشتر از بقیه مناطگ جهان خواهد بود. ذخایراحتمال آنکه این 

برابر است   و شده نشان داده   πآن به تقاضاکنندگان با   فسیلی و عرضه   ذخایری کارتل از استخراج  الحظه سود 
 :با

π(𝑡𝑡) = 𝑝𝑝(𝑡𝑡)𝑞𝑞(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐𝑞𝑞(𝑡𝑡)2 − 𝑏𝑏𝑒𝑒(𝑡𝑡)2 .                (2)          

                                                           
1. Open-loop 

       )2(
همان طور که در اين تابع سود ديده مي شود، کارتل با دو جزء هزينه روبه رو است که يکي هزينه 
استخراج  هزينه  است.  جديد  ذخاير  کشف  براي  ديگر  هزينه  و  فسيلي  سوخت هاي  استخراج  براي 
 c .در نظر گرفته مي شوند be2 و هزينه کشف ذخاير جديد به صورت cq2 سوخت هاي فسيلي به صورت

و b نيز پارامترهاي ثابت هستند.
هدف کارتل بيشينه نمودن سود تنزيل شده اش در طول زمان است.
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 هایهزینه برای استخراج سوخت یرو است که یکههزینه روبجزء کارتل با دو  ،شودتابع سود دیده میاین که در  طورهمان
کشف  و هزینه 𝑐𝑐𝑞𝑞2صورتبههای فسیلی . هزینه استخراج سوختاستجدید  ذخایردیگر برای کشف  هزینه و فسیلی
 .هستند های ثابتپارامترنیز  𝑏𝑏و  𝑐𝑐 .دنشودر نظر گرفته می 𝑏𝑏𝑒𝑒2 صورتبهجدید  ذخایر

 است. اش در طول زماننمودن سود تنزیل شده ف کارتل بیشینههد

𝐽𝐽𝐶𝐶 = max
{𝑝𝑝,𝑒𝑒}

∫ 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟∞
0 [𝑝𝑝(𝑡𝑡)𝑞𝑞(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐𝑞𝑞(𝑡𝑡)2 − 𝑏𝑏𝑒𝑒(𝑡𝑡)2] 𝑑𝑑𝑡𝑡,     (3)          

𝑥𝑥(0)( و شرایط اولیه 1) دینامیک با توجه به معادله = 𝑥𝑥0 .است 

سوی دیگر   سیلی، های سوخت کنندگان صرف مدر  صرف  کهاینعلاوه بر  ف سوخت  از م س ها این  ب مطلوبیت ک
سوخت   هایی که از تولید و آلودگی کنند، از ذخیرهمی صرف  صاعد می   م سیلی مت ضرر می گردهای ف ر این د .گردندد، مت

سوخت      گرددفرض میمطالعه،  صرف  شی از م شار آلودگی نا ستخراج از   میزان انت سیلی در هر دوره برابر با مقدار ا های ف
سیلی آن دوره  ذخایر ست  ف 𝐸𝐸(𝑡𝑡)، ا = 𝑞𝑞(𝑡𝑡).   شت شت آلودگی اثرهای  این آلودگی در طول زمان انبا  شده و این انبا

ئولیتی های فسیلی نیست، مس   اصلی سوخت   کنندهکارتل، خود مصرف  کهیی آنجا ازگذارد. می کنندهمصرف منفی بر رفاه 
کننده برای های کشررورهای وارد )مصرررف(دولت بنابراین،گیرد. نمی بر عهده شررده ایجادهای را در قبال کاهش آلودگی

ثار    ها یک ائتلاف را تشرررکیل می    کنترل )کاهش( مؤثرتر این آلودگی  یان دهند. ائتلاف برای کاهش آ ی دو آلودگ بار ز
ست را همزمان اجرا می    صلاحی    .1کند: سیا ضع مالیات ا صرف  و صرف( و  منظوربه) بر هر واحد م انجام  .2 کاهش م

برای جذب و کاهش انتشرررار و فعالیت  𝜏𝜏جذب و کاهش انتشرررار آلودگی. مالیات اصرررلاحی را با  منظوربههایی فعالیت
ست     𝑓𝑓با  آلودگی شده ا شان داده  شت آلودگی در طول زمان به  ن ستخراج  مقدار . بنابراین، میزان انبا و نرخ کاهش  (𝑞𝑞)ا

نماید،  عدم انتشار آلودگی تصمیم به   بارهیک بهاگر نسل بشر نابود شده و یا     وابسته است. همچنین،   (𝑓𝑓)انتشار آلودگی  
ر دوره با ها در ه، آلودگیگرددبین ببرد. بنابراین، فرض می های منتشررر شررده را ازتواند پس از مدتی آلودگیطبیعت می
 تبعیت خواهد کرد:  (4)رابطه د. با توجه به این توضیحات، انباشت آلودگی از گردمی سازیپاک 𝛿𝛿نرخ طبیعی 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟)
𝑑𝑑𝑟𝑟 ≡ �̇�𝑧(𝑡𝑡) = (1 − 𝑓𝑓(𝑡𝑡))𝑞𝑞(𝑡𝑡) − 𝛿𝛿𝑧𝑧(𝑡𝑡),        (4)           

با توجه به توضیحات داده شده    .است تغییرات انباشت آلودگی   �̇�𝑧 و بیانگر انباشت آلودگی در طول زمان   𝑧𝑧در این معادله
 :عبارت است ازکنندگان تابع رفاه ائتلاف مصرف

𝑊𝑊(𝑡𝑡) = 𝑢𝑢(𝑞𝑞(𝑡𝑡)) − (𝑝𝑝(𝑡𝑡) + 𝜏𝜏(𝑡𝑡))𝑞𝑞(𝑡𝑡) + 𝑅𝑅(𝑞𝑞(𝑡𝑡)) − 𝐷𝐷(𝑧𝑧(𝑡𝑡)) − 1
2 𝑓𝑓(𝑡𝑡)2  (5)      .  

در این  .کنندهای فسیلی کسب می  کنندگان از مصرف سوخت  میزان مطلوبیتی است که مصرف  ، 𝑢𝑢(𝑞𝑞)تابع مطلوبیت 
𝑎𝑎𝑞𝑞 صورت بهکه این تابع مطلوبیت به فرم درجه دو و  گرددمی مطالعه فرض − 1

2 𝑞𝑞2  کنندگان . همچنین مصرف است
𝑝𝑝ای را به میزان های فسرریلی هزینهواحد از سرروختباید برای هر  + 𝜏𝜏  که قبلاً گفته شررد گونههمانبپردازند که 𝑝𝑝 

     )3(

با توجه به معادله ديناميک )1( و شرايط اوليه x0=)x)0 است.
سوخت ها  اين  مصرف  از  اينکه  بر  علاوه  فسيلي،  سوخت هاي  مصرف کنندگان  ديگر  سوي  در 
مطلوبيت کسب مي کنند، از ذخيره آلودگي هايي که از توليد و مصرف سوخت هاي فسيلي متصاعد 
مصرف  از  ناشي  آلودگي  انتشار  ميزان  مي گردد  فرض  مطالعه،  اين  در  مي گردند.  متضرر  مي گردد، 
سوخت هاي فسيلي در هر دوره برابر با مقدار استخراج از ذخاير فسيلي آن دوره است، )E)t(=q)t اين 
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آلودگي در طول زمان انباشت شده و اين انباشت آلودگي اثرهاي منفي بر رفاه مصرف کننده مي گذارد. 
از آنجايي که کارتل، خود مصرف کننده اصلي سوخت هاي فسيلي نيست، مسئوليتي را در قبال کاهش 
آلودگي هاي ايجاد شده بر عهده نمي گيرد. بنابراين، دولت هاي کشورهاي وارد )مصرف(کننده براي 
کنترل )کاهش( مؤثرتر اين آلودگي ها يک ائتلاف را تشکيل مي دهند. ائتلاف براي کاهش آثار زيان بار 
آلودگي دو سياست را همزمان اجرا مي کند: 1. وضع ماليات اصلاحي بر هر واحد مصرف )به منظور 
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 هایهزینه برای استخراج سوخت یرو است که یکههزینه روبجزء کارتل با دو  ،شودتابع سود دیده میاین که در  طورهمان
کشف  و هزینه 𝑐𝑐𝑞𝑞2صورتبههای فسیلی . هزینه استخراج سوختاستجدید  ذخایردیگر برای کشف  هزینه و فسیلی
 .هستند های ثابتپارامترنیز  𝑏𝑏و  𝑐𝑐 .دنشودر نظر گرفته می 𝑏𝑏𝑒𝑒2 صورتبهجدید  ذخایر

 است. اش در طول زماننمودن سود تنزیل شده ف کارتل بیشینههد

𝐽𝐽𝐶𝐶 = max
{𝑝𝑝,𝑒𝑒}

∫ 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟∞
0 [𝑝𝑝(𝑡𝑡)𝑞𝑞(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐𝑞𝑞(𝑡𝑡)2 − 𝑏𝑏𝑒𝑒(𝑡𝑡)2] 𝑑𝑑𝑡𝑡,     (3)          

𝑥𝑥(0)( و شرایط اولیه 1) دینامیک با توجه به معادله = 𝑥𝑥0 .است 

سوی دیگر   سیلی، های سوخت کنندگان صرف مدر  صرف  کهاینعلاوه بر  ف سوخت  از م س ها این  ب مطلوبیت ک
سوخت   هایی که از تولید و آلودگی کنند، از ذخیرهمی صرف  صاعد می   م سیلی مت ضرر می گردهای ف ر این د .گردندد، مت

سوخت      گرددفرض میمطالعه،  صرف  شی از م شار آلودگی نا ستخراج از   میزان انت سیلی در هر دوره برابر با مقدار ا های ف
سیلی آن دوره  ذخایر ست  ف 𝐸𝐸(𝑡𝑡)، ا = 𝑞𝑞(𝑡𝑡).   شت شت آلودگی اثرهای  این آلودگی در طول زمان انبا  شده و این انبا

ئولیتی های فسیلی نیست، مس   اصلی سوخت   کنندهکارتل، خود مصرف  کهیی آنجا ازگذارد. می کنندهمصرف منفی بر رفاه 
کننده برای های کشررورهای وارد )مصرررف(دولت بنابراین،گیرد. نمی بر عهده شررده ایجادهای را در قبال کاهش آلودگی

ثار    ها یک ائتلاف را تشرررکیل می    کنترل )کاهش( مؤثرتر این آلودگی  یان دهند. ائتلاف برای کاهش آ ی دو آلودگ بار ز
ست را همزمان اجرا می    صلاحی    .1کند: سیا ضع مالیات ا صرف  و صرف( و  منظوربه) بر هر واحد م انجام  .2 کاهش م

برای جذب و کاهش انتشرررار و فعالیت  𝜏𝜏جذب و کاهش انتشرررار آلودگی. مالیات اصرررلاحی را با  منظوربههایی فعالیت
ست     𝑓𝑓با  آلودگی شده ا شان داده  شت آلودگی در طول زمان به  ن ستخراج  مقدار . بنابراین، میزان انبا و نرخ کاهش  (𝑞𝑞)ا

نماید،  عدم انتشار آلودگی تصمیم به   بارهیک بهاگر نسل بشر نابود شده و یا     وابسته است. همچنین،   (𝑓𝑓)انتشار آلودگی  
ر دوره با ها در ه، آلودگیگرددبین ببرد. بنابراین، فرض می های منتشررر شررده را ازتواند پس از مدتی آلودگیطبیعت می
 تبعیت خواهد کرد:  (4)رابطه د. با توجه به این توضیحات، انباشت آلودگی از گردمی سازیپاک 𝛿𝛿نرخ طبیعی 

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟)
𝑑𝑑𝑟𝑟 ≡ �̇�𝑧(𝑡𝑡) = (1 − 𝑓𝑓(𝑡𝑡))𝑞𝑞(𝑡𝑡) − 𝛿𝛿𝑧𝑧(𝑡𝑡),        (4)           

با توجه به توضیحات داده شده    .است تغییرات انباشت آلودگی   �̇�𝑧 و بیانگر انباشت آلودگی در طول زمان   𝑧𝑧در این معادله
 :عبارت است ازکنندگان تابع رفاه ائتلاف مصرف

𝑊𝑊(𝑡𝑡) = 𝑢𝑢(𝑞𝑞(𝑡𝑡)) − (𝑝𝑝(𝑡𝑡) + 𝜏𝜏(𝑡𝑡))𝑞𝑞(𝑡𝑡) + 𝑅𝑅(𝑞𝑞(𝑡𝑡)) − 𝐷𝐷(𝑧𝑧(𝑡𝑡)) − 1
2 𝑓𝑓(𝑡𝑡)2  (5)      .  

در این  .کنندهای فسیلی کسب می  کنندگان از مصرف سوخت  میزان مطلوبیتی است که مصرف  ، 𝑢𝑢(𝑞𝑞)تابع مطلوبیت 
𝑎𝑎𝑞𝑞 صورت بهکه این تابع مطلوبیت به فرم درجه دو و  گرددمی مطالعه فرض − 1

2 𝑞𝑞2  کنندگان . همچنین مصرف است
𝑝𝑝ای را به میزان های فسرریلی هزینهواحد از سرروختباید برای هر  + 𝜏𝜏  که قبلاً گفته شررد گونههمانبپردازند که 𝑝𝑝 

کاهش مصرف( و 2. انجام فعاليت هايي به منظور جذب و کاهش انتشار آلودگي. ماليات اصلاحي را با 
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بشر نابود شده و يا به  يک باره تصميم به عدم انتشار آلودگي نمايد، طبيعت مي تواند پس از مدتي 
آلودگي هاي منتشر شده را از بين ببرد. بنابراين، فرض مي گردد، آلودگي ها در هر دوره با نرخ طبيعي 

δ پاک سازي مي گردد. با توجه به اين توضيحات، انباشت آلودگي از رابطه )4( تبعيت خواهد کرد: 
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 هایهزینه برای استخراج سوخت یرو است که یکههزینه روبجزء کارتل با دو  ،شودتابع سود دیده میاین که در  طورهمان
کشف  و هزینه 𝑐𝑐𝑞𝑞2صورتبههای فسیلی . هزینه استخراج سوختاستجدید  ذخایردیگر برای کشف  هزینه و فسیلی
 .هستند های ثابتپارامترنیز  𝑏𝑏و  𝑐𝑐 .دنشودر نظر گرفته می 𝑏𝑏𝑒𝑒2 صورتبهجدید  ذخایر

 است. اش در طول زماننمودن سود تنزیل شده ف کارتل بیشینههد

𝐽𝐽𝐶𝐶 = max
{𝑝𝑝,𝑒𝑒}

∫ 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟∞
0 [𝑝𝑝(𝑡𝑡)𝑞𝑞(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐𝑞𝑞(𝑡𝑡)2 − 𝑏𝑏𝑒𝑒(𝑡𝑡)2] 𝑑𝑑𝑡𝑡,     (3)          

𝑥𝑥(0)( و شرایط اولیه 1) دینامیک با توجه به معادله = 𝑥𝑥0 .است 

سوی دیگر   سیلی، های سوخت کنندگان صرف مدر  صرف  کهاینعلاوه بر  ف سوخت  از م س ها این  ب مطلوبیت ک
سوخت   هایی که از تولید و آلودگی کنند، از ذخیرهمی صرف  صاعد می   م سیلی مت ضرر می گردهای ف ر این د .گردندد، مت

سوخت      گرددفرض میمطالعه،  صرف  شی از م شار آلودگی نا ستخراج از   میزان انت سیلی در هر دوره برابر با مقدار ا های ف
سیلی آن دوره  ذخایر ست  ف 𝐸𝐸(𝑡𝑡)، ا = 𝑞𝑞(𝑡𝑡).   شت شت آلودگی اثرهای  این آلودگی در طول زمان انبا  شده و این انبا

ئولیتی های فسیلی نیست، مس   اصلی سوخت   کنندهکارتل، خود مصرف  کهیی آنجا ازگذارد. می کنندهمصرف منفی بر رفاه 
کننده برای های کشررورهای وارد )مصرررف(دولت بنابراین،گیرد. نمی بر عهده شررده ایجادهای را در قبال کاهش آلودگی

ثار    ها یک ائتلاف را تشرررکیل می    کنترل )کاهش( مؤثرتر این آلودگی  یان دهند. ائتلاف برای کاهش آ ی دو آلودگ بار ز
ست را همزمان اجرا می    صلاحی    .1کند: سیا ضع مالیات ا صرف  و صرف( و  منظوربه) بر هر واحد م انجام  .2 کاهش م

برای جذب و کاهش انتشرررار و فعالیت  𝜏𝜏جذب و کاهش انتشرررار آلودگی. مالیات اصرررلاحی را با  منظوربههایی فعالیت
ست     𝑓𝑓با  آلودگی شده ا شان داده  شت آلودگی در طول زمان به  ن ستخراج  مقدار . بنابراین، میزان انبا و نرخ کاهش  (𝑞𝑞)ا

نماید،  عدم انتشار آلودگی تصمیم به   بارهیک بهاگر نسل بشر نابود شده و یا     وابسته است. همچنین،   (𝑓𝑓)انتشار آلودگی  
ر دوره با ها در ه، آلودگیگرددبین ببرد. بنابراین، فرض می های منتشررر شررده را ازتواند پس از مدتی آلودگیطبیعت می
 تبعیت خواهد کرد:  (4)رابطه د. با توجه به این توضیحات، انباشت آلودگی از گردمی سازیپاک 𝛿𝛿نرخ طبیعی 
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𝑑𝑑𝑟𝑟 ≡ �̇�𝑧(𝑡𝑡) = (1 − 𝑓𝑓(𝑡𝑡))𝑞𝑞(𝑡𝑡) − 𝛿𝛿𝑧𝑧(𝑡𝑡),        (4)           

با توجه به توضیحات داده شده    .است تغییرات انباشت آلودگی   �̇�𝑧 و بیانگر انباشت آلودگی در طول زمان   𝑧𝑧در این معادله
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          )4(

در اين معادله Z بيانگر انباشت آلودگي در طول زمان و Z تغييرات انباشت آلودگي است. با توجه 
به توضيحات داده شده تابع رفاه ائتلاف مصرف کنندگان عبارت است از:
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)5( 

فسيلي  مصرف سوخت هاي  از  مصرف کنندگان  که  است  مطلوبيتي  ميزان   ،u(q) مطلوبيت  تابع 
به صورت و  دو  فرم درجه  به  تابع مطلوبيت  اين  مطالعه فرض مي گردد که  اين  در   کسب مي کنند. 

را  هزينه اي  فسيلي  سوخت هاي  از  واحد  هر  براي  بايد  مصرف کنندگان  همچنين  است.   aq-1/2 q2

ماليات اصلاحي   τ و  توليدکننده  p قيمت  قبلًا گفته شد  بپردازند که همان گونه که   p+τ به ميزان 
وضع شده توسط ائتلاف براي کاهش مصرف سوخت هاي فسيلي به منظور کنترل آلودگي هاي ناشي از 
اين سوخت هاست. R(q) درآمدهاي مالياتي است که برابر τq بوده و توسط ائتلاف به مصرف کنندگان 
باز توزيع مي گردد. آلودگي ها منتشر شده به واسطه  توليد و مصرف سوخت هاي فسيلي، اثري منفي1 
از  تابعي  خسارت  اين  مي کند.  تحميل  جامعه  بر  را   D(z) خسارت  و  داشته  مصرف کننده  رفاه  بر 
ائتلاف  همچنين  مي گردد.  اندازه گيري   D(z)=hz2 توسط  و  مي شود  گرفته  نظر  در  آلودگي  انباشت 
مصرف کنندگان به دليل انجام فعاليت هايي به منظور کاهش آلودگي، f مي بايست هزينه اي را به ميزان   
1. Negative Externality
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f 1/2 متحمل شود. 2

بنابراين، ائتلاف به دنبال حداکثر نمودن تابع رفاه تنزيل شده )6( است:

6 
 

نترل ک منظوربهفسیلی  های کاهش مصرف سوخت  توسط ائتلاف برای   شده وضع مالیات اصلاحی   𝜏𝜏قیمت تولیدکننده و 
به  توسررط ائتلاف بوده و 𝜏𝜏𝑞𝑞اسررت که برابر های مالیاتی درآمد 𝑅𝑅(𝑞𝑞) سررت.هاسرروختاین های ناشرری از آلودگی
شده   آلودگی د.گردکنندگان باز توزیع میمصرف  سطه بهها منتشر  بر  1منفی اثری های فسیلی، تولید و مصرف سوخت   وا

صرف رفاه  شته و  کنندهم سارت   دا شت آلودگی در نظر     کند.می را بر جامعه تحمیل 𝐷𝐷(𝑧𝑧)خ سارت تابعی از انبا این خ
𝐷𝐷(𝑧𝑧)شرررود و توسرررط گرفته می  = ℎ𝑧𝑧2  ندازه انجام   دلیل به کنندگان   د. همچنین ائتلاف مصررررفگردگیری میا

1ای را به میزان بایست هزینهمی 𝑓𝑓 ،کاهش آلودگی منظوربههایی فعالیت
2 𝑓𝑓2 .متحمل شود 

 :است (6)تابع رفاه تنزیل شده حداکثر نمودن  به دنبالائتلاف بنابراین، 

𝐽𝐽𝐵𝐵 = max
{𝜏𝜏,𝑓𝑓}

∫ 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 [𝑢𝑢(𝑞𝑞(𝑡𝑡)) − (𝑝𝑝(𝑡𝑡) + 𝜏𝜏(𝑡𝑡))𝑞𝑞(𝑡𝑡) + 𝑅𝑅(𝑞𝑞(𝑡𝑡)) − 𝐷𝐷(𝑧𝑧(𝑡𝑡)) − 1
2 𝑓𝑓(𝑡𝑡)2] 𝑑𝑑𝑡𝑡

∞

0
, 

(6) 

𝑧𝑧(0)( و شرایط اولیه 4با توجه به قید ) = 𝑧𝑧0 است . 

𝑞𝑞(𝑡𝑡)با  برابرکه تابع تقاضا خطی بوده و   گرددمی این مطالعه فرضدر  = 𝑎𝑎 − 𝑝𝑝(𝑡𝑡) − 𝜏𝜏(𝑡𝑡)   که است
 است. 3اندازه بازار یا همان 2قیمت چوک 𝑎𝑎پارامتر 

، رند گیمی دیگر قرارهم  های راهبرد تأثیر تحت  ند و  هسرررت یکدیگر اهداف ائتلاف و کارتل در تعارض با       که یی آنجا  از
رفتار هر بازیگر این بازی بر هر دو     مچنین،باید از طریگ یک بازی مدل و حل شرررود. ه        ها آنمیان  راهبردی تعاملات  

ست در  . بنابراین،گذاردمی ( اثر4( و )1رابطه پویای ) شده در   به د سئل آوردن تعادل باید هر دو محدودیت پویای ذکر   هم
 .شودپرداخته میآن در بخش بعد به تفصیل، به بیان این بازی و حل هر دو بازیگر لحاظ شود. 

 پژوهشحل مدل 

                                                           
1. Negative Externality 
2. Choke Price 
3. Market Size 

    )6(
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با توجه به قيد )4( و شرايط اوليه z0=)z)0 است. 

در اين مطالعه فرض مي گردد که تابع تقاضا خطي بوده و برابر با )q(t)=a-p(t)-τ(t است که پارامتر   
a قيمت چوک1 يا همان اندازه بازار2 است.

از آنجايي که اهداف ائتلاف و کارتل در تعارض با يکديگر هستند و تحت تأثير راهبردهاي همديگر 
قرار مي گيرند، تعاملات راهبردي ميان آنها بايد از طريق يک بازي مدل و حل شود. همچنين، رفتار 
هر بازيگر اين بازي بر هر دو رابطه پوياي )1( و )4( اثر مي گذارد. بنابراين، در به دست آوردن تعادل 
بايد هر دو محدوديت پوياي ذکر شده در مسئله هر دو بازيگر لحاظ شود. در بخش بعد به تفصيل، به 

بيان اين بازي و حل آن پرداخته مي شود.

حل�مدل�پژوهش
همان طور که گفته شد هدف کارتل بيشينه نمودن سود تنزيل شده اش در طول زمان به وسيله  
تعيين قيمت3 و ميزان تلاش براي کشف منبع جديد و هدف ائتلاف حداکثر نمودن رفاه تنزيل شده 
مصرف کنندگان به وسيله  تعيين ميزان ماليات اصلاحي و فعاليت براي کاهش آلودگي است. از آنجايي 
يکديگر هستند،  کنترلي  متغيرهاي  از  متأثر  و  بوده  يکديگر  با  تضاد  در  ائتلاف  و  کارتل  اهداف  که 
بنابراين کارتل و ائتلاف وارد يک بازي همزمان با يکديگر مي شوند. اين بازي به دليل ماهيت پوياي 
متغيرهاي وضعيت آن بايد به صورت پويا مدل شود. براي حل اين بازي پويا، از روش حلقه باز استفاده 

شده است. 
اصل  طبق  سپس  و  داده  تشکيل  را  کارتل  و  ائتلاف  هميلتوني  معادلات  ابتدا  منظور،  بدين 

1. Choke Price
2. Market Size

3. با توجه به اينکه در اين مدل تنها يک عرضه کننده وجود دارد و با توجه به تابع تقاضا، انتخاب متغيرهاي 
قيمت يا مقدار عرضه به عنوان متغير کنترلي کارتل نتايج يکساني را در پي خواهد داشت.



شی
وه

پژ
ی- 

علم
مه 

لنا
ص

ف
کم

و ي
م 

ست
 بي

ال
س

ه 1
مار

ش
13

95
ار 

به

112

بيشينه سازي پنترياگين1 مقادير تعادلي پاياي متغيرهاي مدل استخراج مي شوند.

حل مسئله ائتلاف
معادله هميلتوني ائتلاف کشورهاي واردکننده برابر است با:

7 
 

شده      همان سود تنزیل  شینه نمودن  شد هدف کارتل بی سیله بهاش در طول زمان طور که گفته  و میزان  1قیمتتعیین  و
ین میزان تعی وسرریلهبه کنندگانمصرررف نمودن رفاه تنزیل شرردهتلاش برای کشررف منبع جدید و هدف ائتلاف حداکثر 

وده و ب یکدیگربا  در تضررادف کارتل و ائتلاف اهدا کهیی آنجا از .اسررتمالیات اصررلاحی و فعالیت برای کاهش آلودگی 
این  شررروند.یم یکدیگربا همزمان بازی  یک کارتل و ائتلاف واردراین ، بنابهسرررتند یکدیگرهای کنترلی ثر از متغیرأمت

ضعیت آن  دلیلبهبازی   ش حلقهرو حل این بازی پویا، از برای .شود پویا مدل  صورت بهباید  ماهیت پویای متغیرهای و
  .شده استاستفاده  باز

 سررازیبیشررینهبدین منظور، ابتدا معادلات همیلتونی ائتلاف و کارتل را تشررکیل داده و سررپس طبگ اصررل   
 .شوندمی مقادیر تعادلی پایای متغیرهای مدل استخراج 2پنتریاگین

 

 ائتلاف مسئلهحل 

 برابر است با:کننده های واردائتلاف کشور همیلتونی معادله

𝐻𝐻𝐵𝐵 = 𝑊𝑊 + 𝜆𝜆1 (−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑒𝑒) + 𝜆𝜆2((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝛿𝛿).        (7)            

𝜆𝜆2 و 𝜆𝜆1  ( هسررتند. مقدار 4( و )1مرتبط با معادلات ) 3متغیرهای هم وضررعیت𝑊𝑊 ( جاگذاری5نیز از رابطه ) د. گردمی
ست که متغیرهای   سئله لازم به ذکر ا سادگی  هستند  تابعی از زمان م حذف  از مقابل متغیرها (𝑡𝑡)، اما از این پس جهت 

 شده است.

شینه    𝑓𝑓 و 𝜏𝜏تعادلی پایای برای تعیین میزان  صل بی شتگ مرتبه   طبگ ا ، معادلات 4اول سازی پنتریاگین باید م
ک از این مراحل ها، به شررره هر یکه به تفکیک متغیر مربوط به هر متغیر محاسرربه شررود 6و شرررایط تراگردی 5الحاقی

 .شودپرداخته می

 آید:می دستبه (8)طبگ رابطه  𝜆𝜆1 ، مقدارτهمیلتونی نسبت به  معادله مشتگ شرط مرتبه اولبا استفاده از 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝜆𝜆1 = 𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏.                  (8)     

 ( خواهیم داشت:8و جایگذاری رابطه ) معادله الحاقیبا استفاده از 

                                                           
ارتل نتایی عنوان متغیر کنترلی ککننده وجود دارد و با توجه به تابع تقاضا، انتخاب متغیرهای قیمت یا مقدار عرضه بهبا توجه به اینکه در این مدل تنها یک عرضه . 1

 یکسانی را در پی خواهد داشت.
2. Pontryagin’s Maximum Principle 
3. Co-state 
4. First Order Condition 
5. Adjoint Equations 
6. Transversality Condition 

            )7(
λ1 و λ2 متغيرهاي هم وضعيت2 مرتبط با معادلات )1( و )4( هستند. مقدار W نيز از رابطه )5( 

جاگذاري مي گردد. لازم به ذکر است که متغيرهاي مسئله تابعي از زمان هستند، اما از اين پس جهت 
سادگي )t( از مقابل متغيرها حذف شده است.

براي تعيين ميزان پاياي تعادلي f و τ طبق اصل بيشينه سازي پنترياگين بايد مشتق مرتبه اول3، 
معادلات الحاقي4 و شرايط تراگردي5 مربوط به هر متغير محاسبه شود که به تفکيک متغيرها، به شرح 

هر يک از اين مراحل پرداخته مي شود.
 )8( رابطه  λ1 طبق  مقدار   ،τ به  نسبت  معادله هميلتوني  اول مشتق  مرتبه  از شرط  استفاده  با 

به دست مي آيد:
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با استفاده از معادله الحاقي و جايگذاري رابطه )8( خواهيم داشت:
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

          )9(
 به دست آيد:

8 
 

𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

از رابطه )8( نسبت به زمان مشتق گرفته مي شود و در رابطه )9( قرار مي گيرد تا 
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

                    )10(
 در ادامه به دست آمده و در رابطه )10( جاگذاري شده است.
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

λ1 و 

اکنون شرط مرتبه اول براي معادله هميلتوني نسبت به f تشکيل مي گردد:
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

                   )11(
معادله ي الحاقي مربوط به λ2، به صورت رابطه )12( خواهد بود:
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

           )12(
حال از معادله )11( نسبت به زمان مشتق گرفته و با استخراج λ2 از همين رابطه و استفاده از 

1. Pontryagin’s Maximum Principle
2. Co-state
3. First Order Condition
4. Adjoint Equations
5. Transversality Condition
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رابطه )12(، رابطه )13( حاصل خواهد شد:
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

    )13(

 در طول زمان به دست 
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

با جايگذاري )11(، )12( و )13( در رابطه )10(، معادله پوياي تغييرات 
.
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

 و 
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

خواهد آمد. شرايط تراگردي اين مسئله نيز عبارت است از: 
پس از استخراج معادلات پوياي کنترلي ائتلاف، در ادامه به حل مسئله کارتل  پرداخته مي شود.

حل مسئله كارتل
معادله هميلتوني کارتل به صورت رابطه )14( است:
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

               )14(
 نيز از رابطه )2( جاگذاري 
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

λ3 و λ4 متغيرهاي هم وضعيت مرتبط با معادلات )1( و )4( بوده و 

مي شود. 
 و معادله الحاقي مرتبط با λ4 به ترتيب برابرند با:
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)  

شرط مرتبه اول نسبت به 
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𝜆𝜆1̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆1 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆1̇ = −(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟) (𝜆𝜆2 − 𝑓𝑓 𝜆𝜆2 + 𝜏𝜏) .           (9)                      

 :دست آیدبه �̇�𝜏تا  گیردمی ( قرار9و در رابطه ) شودگرفته میمان مشتگ نسبت به ز (8) رابطهاز 

�̇�𝜏 = �̇�𝑓𝜆𝜆2 − (1 − 𝑓𝑓) (𝜆𝜆2̇ − 𝜆𝜆2(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟)) − 𝜏𝜏(𝑒𝑒 − 𝑟𝑟). (10)                                           

�̇�𝜆2 و 𝜆𝜆2 ه استدش ( جاگذاری10دست آمده و در رابطه )در ادامه به. 

 :گرددمی تشکیل 𝑓𝑓نسبت به  همیلتونی عادلهم برای مرتبه اولشرط اکنون 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑓𝑓 = −𝜆𝜆2(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏).         (11)    

 :خواهد بود (12رابطه ) صورتبه، 𝜆𝜆2الحاقی مربوط به  یمعادله

𝜆𝜆2̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆2 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐵𝐵

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆2̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆2 + 2ℎ𝑧𝑧.        (12)  

شتگ     (11) حال از معادله سبت به زمان م ستخراج  ن ستفاده از رابطه )  𝜆𝜆2گرفته و با ا  (13)، رابطه (12از همین رابطه و ا
 :حاصل خواهد شد

�̇�𝑓 = ((𝛿𝛿+𝑟𝑟)(𝑎𝑎−𝑝𝑝+𝜏𝜏)−�̇�𝑝−�̇�𝜏)𝑑𝑑+2ℎ𝑑𝑑(𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)2

𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏 .                       (13)  

شررررایط  آمد.  دسرررت خواهد در طول زمان به   𝜏𝜏(، معادله پویای تغییرات    10( در رابطه ) 13( و )12(، )11با جایگذاری )   
limعبارت است از:  نیز مسئلهاین تراگردی 

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆1𝑥𝑥 = limو  0

𝑡𝑡→∞
𝜆𝜆2𝑧𝑧 = 0. 

 .شودپرداخته می کارتل مسئلهپس از استخراج معادلات پویای کنترلی ائتلاف، در ادامه به حل 

 کارتل مسئلهحل 

 است: (14رابطه ) صورتبهکارتل  همیلتونی عادلهم

𝐻𝐻𝐶𝐶 = 𝜋𝜋 + 𝜆𝜆3(−𝑞𝑞 + 𝑒𝑒𝑥𝑥) + 𝜆𝜆4((1 − 𝑓𝑓)𝑞𝑞 − 𝛿𝛿𝑧𝑧).             (14)  

𝜆𝜆4 و 𝜆𝜆3 ( بوده و 4( و )1متغیرهای هم وضعیت مرتبط با معادلات )𝜋𝜋 ( جاگذاری2نیز از رابطه ) شود. می 

 ترتیب برابرند با:به 𝜆𝜆4 و معادله الحاقی مرتبط با 𝑝𝑝اول نسبت به  شرط مرتبه

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑝𝑝 = 0 ⇒ 𝑝𝑝 = (𝑎𝑎−𝜏𝜏)(1+2𝑐𝑐)+𝜆𝜆3−𝜆𝜆4(1−𝑑𝑑)
2(1+𝑐𝑐) ,      (15)            )15(
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𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

                 )16(

 و 
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𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

 از همين رابطه و جايگذاري 
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𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

حال با مشتق گيري از رابطه )15( نسبت به t و استخراج 
 در مشتق، معادله پوياي کنترلي قيمت به دست مي آيد:
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𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

)17(

9 
 

𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

 در ادامه به دست آمده و در رابطه )17( جاگذاري مي شود.
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𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

و 
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𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

مقدار بهينه e نيز از شرط مرتبه اول معادله هميلتوني کارتل نسبت به e به دست مي آيد:
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𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

                 )18(
 نيز برابر است با:
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𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

معادله الحاقي متناظر با 

9 
 

𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

                 )19(
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با مشتق گيري از رابطه )18( و به ترتيبي که در مورد ساير متغيرهاي کنترلي اشاره شد، رابطه 
)20( حاصل مي گردد:
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𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

                )20(
 برقرار است.
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𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

 و 
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𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  

                                                           
1. Dynamical System 
2. Steady State Equilibrium 

شرايط تراگردي 
معادلات ديفرانسيلي )10(، )13(، )17( و )20( به همراه معادلات )1( و )4(، سيستم ديناميکي1 
مسئله را تشکيل مي دهند که با حل همزمان و برابر صفر قرار دادن آنها به جواب تعادلي وضعيت 
 برحسب x به 
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𝜆𝜆4̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆4 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ 𝜆𝜆4̇ = (𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)𝜆𝜆4.                (16)  

شتگ حال با  سبت به  ( 15از رابطه ) گیریم ستخراج   𝑡𝑡ن شتگ، معادله   𝜆𝜆4 و �̇�𝜆4از همین رابطه و جایگذاری  𝜆𝜆4و ا در م
 :آیدمی دستپویای کنترلی قیمت به

(17) 
�̇�𝑝 =

(�̇�𝑓 − (1 − 𝑓𝑓)(𝛿𝛿 + 𝑟𝑟)) (𝜆𝜆3 + 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 2(𝑝𝑝 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑝𝑝 − 𝜏𝜏)) + 𝜆𝜆3̇(1 − 𝑓𝑓)) − (1 − 2𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓)�̇�𝜏
2(1 + 𝑐𝑐)(1 − 𝑓𝑓) . 

�̇�𝜆3 و 𝜆𝜆3 د.شومی جاگذاری (17)دست آمده و در رابطه در ادامه به 

 آید:می دستبه 𝑒𝑒کارتل نسبت به  همیلتونی عادلهاول م شرط مرتبهنیز از  𝑒𝑒مقدار بهینه 

𝑑𝑑𝐻𝐻𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 ⇒ 𝑒𝑒 = 𝜆𝜆3𝑥𝑥
2𝑏𝑏 .            (18)  

 نیز برابر است با: 𝜆𝜆3 متناظر باالحاقی  معادله

𝜆𝜆3̇ = 𝑟𝑟𝜆𝜆3 − 𝑑𝑑𝐻𝐻𝜋𝜋
𝑑𝑑𝑥𝑥 ⇒ 𝜆𝜆3̇ = (𝑟𝑟 − 𝑒𝑒)𝜆𝜆3.         (19)  

:گرددحاصل می (20)رابطه ترتیبی که در مورد سایر متغیرهای کنترلی اشاره شد، به ( و18از رابطه ) گیریمشتگبا   

�̇�𝑒 = 𝑏𝑏2𝑒𝑒 (𝑟𝑟 − (𝑎𝑎−𝑝𝑝−𝜏𝜏)
𝑥𝑥 ).          (20)  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شرایط تراگردی 
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆3𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙و  0
𝑡𝑡→∞

𝜆𝜆4𝑧𝑧 =  .برقرار است 0

را  مسررئله 1(، سرریسررتم دینامیکی 4( و )1( به همراه معادلات )20( و )17(، )13(، )10معادلات دیفرانسرریلی )
شکیل  صفر قرار دادن  می ت ضعیت پایدار  هاآندهند که با حل همزمان و برابر  ست   2به جواب تعادلی و شد د  .پیدا خواهد 

 آیدمی دستبه (25 تا 21رابطه ) صورتبه  𝑥𝑥 برحسب 𝜏𝜏 ،𝑝𝑝 ،𝑓𝑓 ،𝑒𝑒 و 𝑧𝑧مقادیر تعادلی متغیرهای نتیجه این حل، 

: 

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟,            

 (21 ) 𝑓𝑓 = 2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2

𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝑟𝑟2ℎ𝑥𝑥2 ,        

  (22)  

𝑝𝑝 = 𝑎𝑎 − 𝜏𝜏 − 𝑟𝑟𝑥𝑥,          
 (23 )  
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پايدار2 دست پيدا خواهد شد. نتيجه اين حل، مقادير تعادلي متغيرهاي 
صورت رابطه )21 تا 25( به دست مي آيد:
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𝜏𝜏 = 2(1+𝑏𝑏2)𝛿𝛿𝛿𝛿ℎ(𝛿𝛿+r)𝑥𝑥
(𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝛿𝛿2ℎ𝑥𝑥2)2 ,        

 (24 )  

𝑧𝑧 = 𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)𝑥𝑥
𝛿𝛿(𝛿𝛿+r)+2𝛿𝛿2ℎ𝑥𝑥2 .             

 (25 )  

سر   صورت بهچند جواب برای آن، پیچیدگی معادلات و وجود  دلیلبه 𝑥𝑥یافتن مقدار تعادلی متغیر ست. پارامتری می ه ب نی
 .دگردمی تحلیل عددی استفاده دست آمده از، در ادامه برای تحلیل نتایی بههمین دلیل

 تحلیل عددی

توان جواب صریح  و وابستگی سایر متغیرها به این متغیر، نمی   𝑥𝑥وجود چند ریشه برای   دلیلبهکه اشاره شد،    گونههمان
، شدر این پژوه، رواین از. است پارامترهای مدل استخراج نمود و نیاز به تحلیل عددی جهت بررسی نتایی مدل برحسب

  .شودیمپرداخته  مسئلهاستخراجی های به پارامترهای مدل به بررسی وضعیت تعادل قبول قابلبا تخصیص مقادیر 

در ادامه،  . شرررودمیگرفته   در نظر 1/0و  5/0ترتیب برابر  در این بخش ثابت و به   را  δ و 𝑐𝑐پارامترهای   مقدار  
هر یک از این  انجام داده و اثر تغییرهای ℎ ،𝑏𝑏 ،𝑎𝑎 و 𝑟𝑟مدل را بر اسررراس مقادیر مختلف پارامترهای های تحلیل تعادل

یک   ها، مقدار  تغییرات هریک از پارامتر   تأثیر . در هر مرحله برای تعیین  گرددمی پارامترها را بر نتیجه تعادل بررسررری     
 .شودها ثابت در نظر گرفته میپارامتر سایرپارامتر را تغییر داده و 

شان  هاینتیجه شده به پارامتر   در محدودهدهد که می کلی تحلیل عددی ن صاص داده  لاف رتل و ائتها، بازی بین کااخت
 ذخایرکه یک مقدار تعادلی )تعادل اول( بسرریار به صررفر نزدیک اسررت و حکایت از تهی شرردن   اسررت دارای دو تعادل

سیلی دارد.  سوخت  صله دارد. علت وجود    معنی طوربه، مقدار تعادلی دیگر )تعادل دوم( کهدرحالیهای ف صفر فا داری از 
ست که منجر می  ذخایرکشف   دلیلبهتعادل دوم نیز  سیلی در طول زمان تهی نگردند.  ختسو  ذخایرد گردجدید ا های ف

های دیگری از  فتن محدوده با در نظر گر در شررررایط خاص و  بوده و نیز  1هر دو تعادل پایدار   اسرررت که   به ذکر لازم 
 یابد. تغییرها ها ممکن است تعداد تعادلپارامتر

 اندازه بازار اتتغییر اثر

سایر پارامترها    سمت با ثابت در نظر گرفتن  سی می های را بر تعادل 𝑎𝑎اثر تغییرات اندازه بازار،  ،در این ق . گرددبازی برر
سه   داده و نتیجه تعادل قرار 05/0 و 25/0 ،25/0 ترتیب برابرثابت و به ℎ ،𝑏𝑏 و 𝑟𝑟بدین منظور، مقادیر پارامترهای  برای 

نشان داده شده است،     (1) که در جدول گونههمان .است  نتیجه دهندهنشان  (1)جدول  .آیدمی دست به 𝑎𝑎مقدار مختلف 
ش افزای دلیلبهکه این امر  یابدذخیره منبع سرروخت فسرریلی در حالت مانا کاهش می نمیزا 𝑎𝑎در تعادل اول، با افزایش 

                                                           
1. Stable 

                        )24(
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 ذخایرکه یک مقدار تعادلی )تعادل اول( بسرریار به صررفر نزدیک اسررت و حکایت از تهی شرردن   اسررت دارای دو تعادل
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يافتن مقدار تعادلي متغير x به دليل پيچيدگي معادلات و وجود چند جواب براي آن، به صورت 
تحليل عددي  از  آمده  به دست  نتايج  تحليل  براي  ادامه  به همين دليل، در  نيست.  پارامتري ميسر 

استفاده مي گردد.

تحليل�عددي
همان گونه که اشاره شد، به دليل وجود چند ريشه براي x و وابستگي ساير متغيرها به اين متغير، 
نمي توان جواب صريح برحسب پارامترهاي مدل استخراج نمود و نياز به تحليل عددي جهت بررسي 
به  پارامترهاي مدل،  به  قابل  قبول  مقادير  با تخصيص  پژوهش،  اين  در  اين رو،  از  است.  نتايج مدل 

بررسي وضعيت تعادل هاي استخراجي مسئله  پرداخته مي شود. 
مقدار پارامترهاي c و δ را در اين بخش ثابت و به ترتيب برابر 0/5 و 0/1 در نظر گرفته مي شود. 

1. Dynamical System
2. Steady State Equilibrium



... 
ف

تلا
و ائ

ی 
سيل

ی ف
ها

ت 
وخ

 س
ده

كنن
ضه 

عر
ل 

ارت
ن ك

 بي
ی

رد
اهب

ط ر
واب

ر
يی

فدا
ی 

هد
و م

ف 
طف

ه م
ضي

مر

115

انجام داده   
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هر یک از این  انجام داده و اثر تغییرهای ℎ ،𝑏𝑏 ،𝑎𝑎 و 𝑟𝑟مدل را بر اسررراس مقادیر مختلف پارامترهای های تحلیل تعادل

یک   ها، مقدار  تغییرات هریک از پارامتر   تأثیر . در هر مرحله برای تعیین  گرددمی پارامترها را بر نتیجه تعادل بررسررری     
 .شودها ثابت در نظر گرفته میپارامتر سایرپارامتر را تغییر داده و 

شان  هاینتیجه شده به پارامتر   در محدودهدهد که می کلی تحلیل عددی ن صاص داده  لاف رتل و ائتها، بازی بین کااخت
 ذخایرکه یک مقدار تعادلی )تعادل اول( بسرریار به صررفر نزدیک اسررت و حکایت از تهی شرردن   اسررت دارای دو تعادل

سیلی دارد.  سوخت  صله دارد. علت وجود    معنی طوربه، مقدار تعادلی دیگر )تعادل دوم( کهدرحالیهای ف صفر فا داری از 
ست که منجر می  ذخایرکشف   دلیلبهتعادل دوم نیز  سیلی در طول زمان تهی نگردند.  ختسو  ذخایرد گردجدید ا های ف

های دیگری از  فتن محدوده با در نظر گر در شررررایط خاص و  بوده و نیز  1هر دو تعادل پایدار   اسرررت که   به ذکر لازم 
 یابد. تغییرها ها ممکن است تعداد تعادلپارامتر

 اندازه بازار اتتغییر اثر

سایر پارامترها    سمت با ثابت در نظر گرفتن  سی می های را بر تعادل 𝑎𝑎اثر تغییرات اندازه بازار،  ،در این ق . گرددبازی برر
سه   داده و نتیجه تعادل قرار 05/0 و 25/0 ،25/0 ترتیب برابرثابت و به ℎ ،𝑏𝑏 و 𝑟𝑟بدین منظور، مقادیر پارامترهای  برای 

نشان داده شده است،     (1) که در جدول گونههمان .است  نتیجه دهندهنشان  (1)جدول  .آیدمی دست به 𝑎𝑎مقدار مختلف 
ش افزای دلیلبهکه این امر  یابدذخیره منبع سرروخت فسرریلی در حالت مانا کاهش می نمیزا 𝑎𝑎در تعادل اول، با افزایش 

                                                           
1. Stable 

پارامترهاي  ادامه، تحليل تعادل هاي مدل را بر اساس مقادير مختلف  در 
و اثر تغييرهاي هر يک از اين پارامترها بر نتيجه تعادل بررسي مي گردد. در هر مرحله براي تعيين 
تأثير تغييرات هريک از پارامترها، مقدار يک پارامتر را تغيير داده و ساير پارامترها ثابت در نظر گرفته 

مي شود.
نتيجه هاي کلي تحليل عددي نشان مي دهد که در محدوده  اختصاص داده شده به پارامتر ها، بازي 
بين کارتل و ائتلاف داراي دو تعادل است که يک مقدار تعادلي )تعادل اول( بسيار به صفر نزديک 
است و حکايت از تهي شدن ذخاير سوخت هاي فسيلي دارد. درحالي که، مقدار تعادلي ديگر )تعادل 
دوم( به طور معني داري از صفر فاصله دارد. علت وجود تعادل دوم نيز به دليل کشف ذخاير جديد است 
که منجر مي گردد ذخاير سوخت هاي فسيلي در طول زمان تهي نگردند. لازم به ذکر است که هر دو 
تعادل پايدار1 بوده و نيز در شرايط خاص و با در نظر گرفتن محدوده هاي ديگري از پارامترها ممکن 

است تعداد تعادل ها تغيير يابد.

اثر تغييرات اندازه بازار
بر تعادل هاي   a بازار،  اندازه  اثر تغييرات  پارامترها،  ثابت در نظر گرفتن ساير  با  اين قسمت  در 
 ثابت و به ترتيب برابر 0/25، 0/25 
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1. Stable 

بازي بررسي مي گردد. بدين منظور، مقادير پارامترهاي 
و 0/05 قرار داده و نتيجه تعادل براي سه مقدار مختلف a به دست مي آيد. جدول )1( نشان دهنده 
نتيجه است. همان گونه که در جدول )1( نشان داده شده است، در تعادل اول، با افزايش a ميزان 
ذخيره منبع سوخت فسيلي در حالت مانا کاهش مي يابد که اين امر به دليل افزايش تقاضاي ناشي 
از بزرگ شدن اندازه بازار در فرآيند رسيدن به حالت مانا است. در وضعيت مانا به دليل کوچک شدن 
ذخيره منبع، مقدار q نيز کاهش و به تبع آن p افزايش مي يابد. برآيند اين تغييرات موجب کاهش سود 
کارتل مي گردد. با کاهش يافتن عرضه و ذخيره منبع، انباشت آلودگي نيز کاهش يافته و ائتلاف جهت 
جلوگيري از کاهش بيشتر مطلوبيت مصرف کنندگان قوانين زيست محيطي را سهل تر نموده و بدين 

ترتيب، با افزايش a مقادير تعادلي τ و f کاهش مي يابند.

1. Stable
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جدول 1: اثر تغييرات پارامتر a بر تعادل هاي بازي

تعادل�دوم تعادل�اول
a = 4 a = 2 a = 1 a = 4 a = 2 a = 1

26/572 1/321 0/516 0/006 0/013 0/026 x

0/222 0/577 0/252 0/003 0/006 0/013 z

0/013 1/783 0/874 0/011 0/022 0/047 τ

0/983 0/127 0/022 0/33×10-5 0/13×10-4 0/58×10-4 f

0/05 0/05 0/05 0/05 0/05 0/05 e

2/658 0/151 0/100 3/989 1/977 0/952 p

1/329 0/066 0/026 0/31×10-3 0/63×10-3 0/001 q

0/404 0/029 0/007 0/11×10-5 0/44×10-5 0/19×10-4 w

2/649 0/007 0/002 0/63×10-3 0/63×10-3 0/63×10-3 π

منبع: محاسبات پژوهشگر

اما در تعادل دوم، افزايش اندازه بازار منجر به افزايش ذخيره منبع و نيز افزايش عرضه سوخت 
شده است. اين امر مي تواند ناشي از سرعت رسيدن به وضعيت مانا در اثر افزايش a باشد. در واقع، 
درصورتي که تعادل با سرعت بيشتري به وضعيت مانا برسد، در فرآيند رسيدن به حالت مانا ميزان 
کمتري از ذخيره منبع خالي شده و ذخيره سوخت بيشتري در تعادل مانا باقي خواهد ماند. همچنين، 
لازم به ذکر است، به دليل درجه دوم بودن تابع هزينه استخراج و به تبع آن صعودي بودن هزينه نهايي 
استخراج، با بزرگ شدن اندازه بازار عرضه سوخت هاي فسيلي به ميزان کمتري در قياس با اندازه بازار 
افزايش مي يابد که اين امر نيز مي تواند منجر به افزايش ذخاير سوخت هاي فسيلي شود، زيرا با توجه 
به صعودي بودن هزينه  نهايي استخراج، کارتل متناسب با اندازه بازار، به عرضه سوخت نمي پردازد. 
از سوي ديگر، در اين تعادل، با بزرگ شدن اندازه بازار، انباشت آلودگي )z(، به دليل افزايش عرضه 
سوخت هاي فسيلي ابتدا افزايش يافته و به دنبال اين افزايش آلودگي، ائتلاف ماليات )τ(، بيشتري 
را به منظور کاهش آلودگي وضع مي نمايد. اما در ادامه، به دليل صعودي بودن هزينه نهايي استخراج 
عرضه سوخت هاي فسيلي به ميزان کمتري افزايش يافته و متعاقب آن انباشت آلودگي نيز کاهش 
مي يابد. ائتلاف نيز همراه با کاهش انباشت آلودگي نرخ ماليات را کاهش مي دهد. با افزايش اندازه 
بازار، ائتلاف ترجيح مي دهد براي مقابله با خسارت هاي ناشي از افزايش آلودگي علاوه بر ماليات، ميزان 
فعاليت هاي خود براي کاهش آلودگي )f(، را نيز افزايش دهد. در اين تعادل قيمت نيز با افزايش اندازه 
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بازار افزايش مي يابد. علت افزايش قيمت به صعودي بودن هزينه نهايي ارتباط خواهد داشت.

اثر�تغييرات�هزينه�اکتشاف
در اين قسمت بررسي مي گردد درصورتي که به هر دليلي هزينه اکتشاف )b(، افزايش يا کاهش 
داشته باشد، چه اثري بر نتيجه تعادل هاي بازي خواهد داشت. از اين رو، مقادير پارامترهاي h ،a و r ثابت 
و به ترتيب برابر 2، 0/25 و 0/05 قرار مي گيرد و نتيجه تعادل براي سه مقدار مختلف b به دست مي آيد. 
همان طور که در جدول )2( نشان  داده شده، در تعادل اول اين بخش که در آن ذخيره ماناي منبع 
نزديک صفر است، با افزايش، مقدار تعادلي ماناي ذخاير افزايش مي يابد. اين امر مي تواند به علت کمتر 
شدن زمان رسيدن به حالت مانا باشد که در نتيجه آن و در مرحله گذار به حالت مانا مقادير کمتري از 
منبع استخراج شده و ميزان ذخاير ماناي منبع اندکي بيشتر خواهد بود. با افزايش ذخاير ماناي منبع، 
ميزان استخراج، سود کارتل، انباشت آلودگي و متغيرهاي ابزاري زيست محيطي نيز افزايش مي يابند 

و برآيند اين تغييرات سبب افزايش رفاه مي گردد.

جدول 2: اثر تغييرات پارامتر b بر تعادل هاي بازي

تعادل�دوم تعادل�اول
b=0/3 b=0/25 b=0/2 b=0/3 b=0/25 b=0/2
1/262 1/321 1/376 0/015 0/013 0/010 x

0/557 0/577 0/594 0/008 0/006 0/005 z

1/787 1/783 1/779 0/028 0/022 0/017 τ
0/117 0/127 0/136 0/19×10-4 0/13×10-4 0/85×10-5 f

0/05 0/05 0/05 0/05 0/05 0/05 e

0/150 0/151 0/152 1/972 1/977 1/982 p

0/063 0/066 0/069 0/76×10-3 0/63×10-3 0/50×10-3 q

0/030 0/029 0/027 0/69×10-5 0/44×10-5 0/26×10-5 w

0/006 0/007 0/008 0/75×10-3 0/63×10-3 0/50×10-3 π

منبع:  محاسبات پژوهشگر

در تعادل دوم با افزايش b، ميزان ذخاير سوخت هاي فسيلي کاهش مي يابد. علت اين امر آن است که با 
افزايش هزينه فعاليت هاي اکتشافي انگيزه اکتشاف جديد کاهش مي يابد. متعاقب اين کاهش انگيزه، ميزان 
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تعادلي ماناي ذخاير، استخراج، سود کارتل و انباشت آلودگي نيز کاهش مي يابند. همچنين با افزايش  به دليل 
کاهش عرضه سوخت هاي فسيلي و به دنبال آن کاهش انباشت آلودگي، ائتلاف دليلي براي افزايش دادن 
فعاليت هاي خود براي کاهش آلودگي نمي بيند. بنابراين، فعاليت هاي کاهش آلودگي خود را کاهش مي دهد. 
نکته مهم افزايش ميزان ماليات اصلاحي ائتلاف است که علي رغم کاهش ميزان استخراج رخ داده است. به 
نظر مي رسد، ائتلاف با توجه به کاهش ذخاير، جهت حفظ توان مصرف ذخاير منبع براي دوره هاي طولاني تر، 
اقدام به افزايش ماليات اصلاحي وضع  شده بر مصرف سوخت مي نمايد. در پاسخ به اين راهبرد، کارتل نيز 
اقدام به کاهش قيمت نموده است. در مجموع، کاهش آثار زيان بار آلودگي اثرات مثبت بزرگ تري بر رفاه 
مصرف کنندگان در مقابل اثرات منفي ناشي از کاهش مصرف داشته است و از اين رو، رفاه افزايش يافته است.

اثر�تغييرات�خسارت�هاي�آلودگي
در اين بخش اثر تغيير ضريب اثرات منفي آلودگي (h) که مي تواند ناشي از عوامل مختلفي نظير 
مسايل اقليمي، فناوري و ديگر موارد باشد، بررسي مي گردد. همچون بخش هاي پيشين، مقادير ديگر 
پارامترها، b ،a و r را ثابت و به ترتيب برابر 2، 0/25 و 0/05 قرار داده و نتيجه تعادل براي مقادير 

مختلف h به دست مي آيد. 

جدول 3: اثر تغييرات پارامتر h بر تعادل هاي بازي

تعادل�دوم تعادل�اول
h= 0/3 h= 0/25 h= 0/2 h= 0/3 h= 0/25 h= 0/2
1/057 1/321 1/780 0/013 0/013 0/013 x

0/476 0/577 0/735 0/006 0/006 0/006 z

1/818 1/783 1/719 0/027 0/022 0/018 τ

0/101 0/127 0/174 0/16×10-4 0/13×10-4 0/11×10-4 f

0/05 0/05 0/05 0/05 0/05 0/05 e

0/129 0/151 0/192 1/972 1/977 1/981 p

0/053 0/066 0/089 0/63×10-3 0/63×10-3 0/63×10-3 q

0/025 0/029 0/034 0/52×10-5 0/44×10-5 0/35×10-5 W

0/005 0/007 0/013 0/63×10-3 0/63×10-3 0/63×10-3 π

منبع: محاسبات پژوهشگر
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وقتي h، پارامتر مربوط به خسارت آلودگي، افزايش مي يابد، ميزان خسارتي که به خاطر آلودگي 
ائتلاف  افزايش خسارت باعث کاهش رفاه  اين  افزايش مي يابد که  به مصرف کنندگان وارد مي گردد 
مي شود. بنابراين، ائتلاف براي جبران اين موضوع، مي تواند از دو ابزاري که در اختيار دارد استفاده 
کند. اگر ائتلاف از ابزار ماليات )τ(، استفاده کند و ماليات را افزايش دهد، اين امر باعث مي گردد عرضه 
سوخت و به تبع آن انتشار و انباشت آلودگي کاهش يابد. اما کاهش عرضه سوخت هاي فسيلي علاوه 
بر اينکه منجر به کاهش آلودگي مي شود منجر به کاهش مازاد مصرف کننده1 نيز مي گردد، زيرا با 
کاهش عرضه سوخت هاي فسيلي مطلوبيت مصرف کنندگان که از مصرف سوخت هاي فسيلي حاصل 
 )f( مي شود، کاهش مي يابد. اگر ائتلاف براي کاهش خسارت هاي آلودگي، فعاليت هاي کاهش آلودگي
را افزايش دهد، اگرچه ممکن است عرضه سوخت هاي فسيلي و به دنبال آن مازاد مصرف کنندگان 
ثابت باقي بماند، اما چون اين فعاليت ها هزينه هايي فزاينده را براي ائتلاف در پي دارد و از آنجايي  
که اين هزينه ها در تابع رفاه ائتلاف منظور مي گردد، منجر به کاهش رفاه ائتلاف مي گردد. بنابراين، 
ائتلاف بايد با سنجش اثرات مثبت و منفي مربوط به متغيرهاي کنترلي اش، به طور مناسب اقدام به 
تغيير اين متغير ها نمايد تا رفاه بيشتري را براي آن به دنبال داشته باشد. همان گونه که در جدول )3( 
مشخص است، در هر دو تعادل با افزايش ضريب خسارت، ائتلاف اقدام به افزايش ماليت نموده است. 
اما متغير مربوط به جذب انتشارات آلاينده ها در تعادل اول افزايش و در تعادل دوم کاهش يافته است. 
ساير متغيرها در تعادل اول تغيير محسوسي در اثر تغيير ضريب خسارت نداشته اند. اما در تعادل دوم، 
با افزايش ماليات ميزان عرضه سوخت هاي فسيلي کاهش مي يابد. کاهش عرضه سوخت هاي فسيلي 
منجر به کاهش انتشار آلودگي و به دنبال آن کاهش انباشت آلودگي مي گردد. همچنين، همان طور 
که مشاهده مي شود، با افزايش h، ميزان ذخاير سوخت هاي فسيلي نيز کاهش مي يابد که علت اين امر 

مي تواند به زمان رسيدن به حالت مانا مرتبط باشد.

اثر�تغيير�نرخ�بهره
يکي از مهم ترين نتايجي که از اين پژوهش حاصل مي گردد نتايج مربوط به تغيير نرخ بهره است. 
از اين رو، مقادير پارامترهاي b ،a و h ثابت و به ترتيب برابر 2، 0/25 و 0/25 قرار داده و نتيجه تعادل 

براي مقادير مختلف نرخ بهره به دست مي آيد. 

1. Consumer Surplus
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جدول 4: اثر تغيير نرخ بهره بر تعادل هاي بازي

تعادل�دوم تعادل�اول
r=0/1 r=0/05 r=0/01 r=0/1 r=0/05 r= 0/01

- 1/321 4/642 0/026 0/013 0/002 x

- 0/577 0/423 0/026 0/006 0/25×10-3 z

- 1/783 1/860 0/069 0/022 0/001 τ

- 0/127 0/089 0/17×10-3 0/13×10-4 0/28×10-7 f

- 0/05 0/01 0/1 0/05 0/01 e

- 0/151 0/094 1/928 1/977 1/999 p

- 0/066 0/046 0/003 0/63×10-3 0/25×10-4 q

- 0/029 0/039 0/14×10-4 0/44×10-5 0/15×10-7 W

- 0/007 0/003 0/003 0/63×10-3 0/25×10-4 π

منبع: محاسبات پژوهشگر

همان طور که در جدول )4( مشخص است با افزايش نرخ بهره، احتمال دستيابي به تعادل دوم 
)تعادلي که مقادير به طور معني داري از صفر فاصله دارند( کاهش مي يابد. علت اين امر آن است که با 
افزايش نرخ بهره کارتل نزديک بين1 شده و آينده براي او کم اهميت مي گردد. بنابراين، در کوتاه مدت 
عرضه سوخت را افزايش داده و بخش بيشتري از ذخاير سوخت هاي فسيلي را استخراج مي نمايد تا از 
درآمد حاصله با توجه به نرخ بهره ي بالا، حداکثر استفاده را ببرد. از اين رو، مي توان نتيجه گرفت که 
نرخ بهره بالا منجر به تهي شدن منبع در بلندمدت شده و امکان دست يابي به تعادلي که در بلندمدت 
مقادير مثبت قابل توجهي از ذخاير باقي مانده باشد را از بين مي برد و تنها تعادل باقي مانده همان 
تعادل اول با ذخاير نزديک به صفر خواهد بود. زياد شدن عرضه سوخت هاي فسيلي ناشي از افزايش 
نرخ بهره، منجر به افزايش انتشار و انباشت آلودگي نيز مي گردد که افزايش f را از طرف ائتلاف در 

پي خواهد داشت.

1. Myopic
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جمع�بندي�و�نتيجه�گيري
در اين پژوهش دنيايي مدل شد که در آن يک کارتل حداکثرکننده منافع ناشي از عرضه سوخت 
و يک ائتلاف تقاضاکننده اين سوخت ها وجود دارد. در اين مدل کارتل ضمن در اختيار داشتن ميزان 
مشخصي از ذخاير سوخت هاي فسيلي، امکان کشف منابع جديد سوخت را نيز دارد. در مقابل هدف 
از  ناشي  زيست محيطي  زيان بار  اثرات خارجي  نظر گرفتن  در  با  رفاه جامعه  نمودن  ائتلاف حداکثر 
مصرف سوخت هاي فسيلي است که کارتل توجهي به آن ندارد. بدين منظور، ائتلاف سياست هايي 
را براي کاهش اين اثرات منفي به کار مي گيرد که منجر به کاهش تقاضاي سوخت نيز خواهد شد. 
از اين رو، تضاد منافع ميان کارتل و ائتلاف شکل گرفته و اين دو وارد يک بازي هم زمان با يکديگر 
مي شوند. به دليل ماهيت پويا بودن ذخاير سوخت هاي فسيلي و انباشت آلودگي، بازي بين آنها در قالب 

يک بازي پويا و با بهره گيري از راهبرد حلقه باز مدل شد.
بازه هاي  پايدار متفاوت در  تعادل  استخراج دو  آمد،  به دست  اين مدل  از حل  نتيجه مهمي که 
ذخاير  شدن  تهي  از  حکايت  و  است  نزديک  صفر  به  بسيار  تعادل  يک  است.  پارامترها  از  بزرگي 
سوخت هاي فسيلي دارد. اما مقدار تعادلي ديگر به طور معني داري از صفر فاصله داشته و بيانگر وجود 

مقادير مثبت قابل  توجه از ذخاير منبع در بلندمدت است.
تحليل عددي اين مطالعه با در نظر گرفتن مقادير قابل قبول براي پارامترهاي مدل نشان مي دهد 
که در بلندمدت با افزايش اندازه بازار، ذخاير سوخت هاي فسيلي و ميزان عرضه آنها افزايش مي يابد. 
انگيزه هاي اکتشاف و در پي آن کاهش ميزان  افزايش هزينه هاي اکتشاف، سبب کاهش  همچنين، 
ذخاير و عرضه سوخت هاي فسيلي خواهد شد. در صورت افزايش اثرگذاري منفي آلودگي ناشي از 
مصرف سوخت بر رفاه مصرف کنندگان، ائتلاف براي مقابله با اين امر اقدام به افزايش ماليات جهت 
اثر تغيير نرخ بهره بر تعادل هاي بلندمدت به دست آمده نيز نشان  کاهش مصرف مي نمايد. بررسي 
مي دهد که با افزايش نرخ بهره سرعت استخراج از منبع افزايش يافته و ذخاير سوخت به سمت تهي 
شدن پيش مي روند. در چنين شرايطي، تنها تعادل بلندمدت ممکن همان تعادل اول با ذخاير نزديک 

به صفر است.
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