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  چکیده
. ورزنـد  ر زوجین ممارست میاستقلال بین طول عم  ۀدر فرضی  هاي بیمه بسیاري از شرکت

بـه ترکیبـی از وضـعیت بقـاي زنـدگی تـوأم       توجـه  اببراي محصولاتی که سودي مشروط 
مانـده زنـدگی یکـی بـر دیگـري       به مدلی بـا تأثیرگـذاري بـاقی    شود، خته میپردا زوجین 

تـأثیر   مذکور، استقلال طول عمر زوجین کارآمد نیست؛ استفاده از مدل ۀو فرضینیازمندیم 
  .اي بر صنعت بیمه دارد اقتصادي چشمگیر بالقوه

زن و  ۀطول عمر آتی وابست ،مارکوف دو مدل مارکوف و نیم  ۀوسیل به ،  مقالهدر این 
: گیري کرد را اندازه توان سه نوع وابستگی طریق می بندي کرده که ازاین شوهر را مدل
گرفتن زندگی زوجین به دلیل حوادث ناگهانی؛ یعنی تحت تأثیر قرار  اي  وابستگی لحظه

مانده را تحت تأثیر  شدت زوج باقی مدت پس از فوت یکی از زوجین که به اي کوتاه دوره
اي بلندمدت که ناشی از میزان تأثیرگذاري سبک زندگی هر یک از  دهد؛ دوره قرار می

  .زوجین بر دیگري در طول زندگی مشترکشان است
هاي  از دادهمیر در ایران وجود ندارد  و هاي مرگ طلاعاتی جامع از دادهازآنجاکه یک بانک ا

ایم؛  بندي مستمري مشترك زوجین و آخرین بازمانده بهره برده ها براي مدل سنج انجمن بیم
بودن  و درنهایت نادرست ادههمچنین تأثیر وابستگی را بر مقادیر مستمري مورد مطالعه قرار د

  .یما هادها را نشان د گذاري مستمري زوجین در قیمتفرض استقلال طول عمر 
،  ، آخرین بازمانده ، زندگی مشترك زوجین مارکوف ، مدل نیم مدل مارکوف :کلیدي واژگان

  ، سندروم قلب شکسته مشترك ۀ، سانح میر و نیروي مرگ
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  قدمهم. 1
داشـتمان  هاي بیمه به دنبال حداکثرکردن  در بازار کاملاً رقابتی کنونی تمامی شرکت

ران هستند و ایـن امـر بـا تعیـین     گذا خود از جمله فروش قراردادهاي بیشتر به بیمه
سـر  گـر می  گـذار باشـد و هـم بیمـه     بیمه هاي عادلانه که هم در جهت منافع بیمه حق

استقلال بین طول عمـر زوجـین    ۀر فرضیب  هاي بیمه بسیاري از شرکت . خواهد شد
اي بـر صـنعت    تأثیر اقتصادي بـالقوه  ،عی استقلالغیرواق  ۀفرضی. ورزند ممارست می

هاي بیمه براي محصـولاتی کـه مزایـا را مشـروط بـه ترکیبـی از        شرکت. بیمه دارد
 ةمانـد  به مدلی بـا تأثیرگـذاري بـاقی    ،پردازند شدگان مشترك می قاي بیمهوضعیت ب

امـري مهـم و حسـاس در    ایـن موضـوع   . زندگی زوجین بر یکدیگر نیازمند هستند
  .ستاي ا محصولات بیمه ةگذاري و ارزیابی ذخیر تقیم

هاي اخیر پیرامون وابستگی بین طول عمـر زن و   چندین مطالعه تجربی در سال
کـه زوجـین در معـرض     ریافتنـد د 1و همکـاران  یتنود  . ه استشوهر صورت گرفت

طـول عمـر زوجـین     ةمانـد  ، بنابراین فرض استقلال بـاقی  هاي مشابه هستند مخاطره
خویشـاوندي   ةنـوع مخـاطر   یـک  نیز نشان دادند که 2جاگر و ساتن. درست نیست

  کند افزایش پیدا می ،شود کند و دیگري داغدار او می وقتی یکی از زوجین فوت می
زمـانی   ةتواند بـراي یـک دور   این عامل می. نامیدند 3سندروم قلب شکسته و آن را 

. شـود باعـث افـزایش احتمـال فـوت زوج بازمانـده       مدت به طول بیانجامد و کوتاه
میرهـا بعـد از فـوت همسـر بیـان       و افزایش مرگ ۀسندروم قلب شکسته براي توجی

اي  ایـن موضـوع مقولـه    .اگرچه علت فوت آنها از یکدیگر مسـتقل اسـت   ،شود می
، ناشـی از یـک    زمان کند فوت هم بیان می که است 4مشترك ۀعامل سانحمتفاوت با 

                                                                                                          
1. Denuit et al., 2001 
2. Jagger and Sutton, 1991 
3. Broken Heart Syndrome 
4. Common Shock 
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، حـوادث طبیعـی همچـون     ر، سـقوط هواپیمـا   ابمشترك شامل تصادفات مرگ ۀحادث
  .شود می...  ، سیل و زلزله

مشـترك و سـندروم    ۀهر دوي عوامل سـانح شود که  در این مقاله نشان داده می
. هایمان بر وابستگی طول عمر زوجـین مـؤثر هسـتند    داده ۀقلب شکسته در مجموع

هاي مستمري زنـدگی  دقراردا ةبر مدیریت مخاطر مري تأثیرگذارتواند ا این مورد می
  .مشترك زوجین و آخرین بازمانده باشد

هـاي   بندي وابستگی بین طول عمر زوجـین اسـتفاده از مـدل    یک راه براي مدل
هاي مـارکوفی   شود که مدل داده می در اینجا نشان .  است 1وضعیت متناهی مارکوف

راحتی قابل گسـترش   ، شفاف و به پذیر ، انعطاف زوجین ۀبندي زندگی وابست در مدل
که در  در این مدل شدت انتقال تنها به وضعیت جاري بستگی دارد؛ درحالی. هستند

شـده در   شدت انتقال به وضعیت جاري و مـدت زمـان طـی    2مارکوف هاي نیم مدل
  .آخرین وضعیت وابسته است

صـورت  بندي طـول عمـر زنـدگی زوجـین بـه       هاي مارکوفی براي مدل از مدل
بـراي بیـان وابسـتگی      .ایم هاي دیگر بهره برده وابسته به عنوان جانشینی براي روش

مشـترك اسـتفاده     ۀین در مدل مارکوف از عامل سـانح اي بین طول عمر زوج لحظه
 ۀشدگان ناشی از ضـرب  میر بیوه و تأثیر عامل قلب شکسته روي نیروي مرگ. ایم کرده

و تـأثیر    شود مارکوف اعمال می ه از خاصیت نیمفوت از دست دادن همسر با استفاد
مـارکوف   میـر نـیم   و هـدف در مـدل مـرگ   . شود این ضربه با گذشت زمان کمتر می

میـر   و گیري از تأثیر عامل داغدیدگی بر نیروي مرگ تعریف تابع نمایی نزولی با بهره
  .مانده است  زوج باقی

   

                                                                                                          
1. Finite State Marcov Models  
2. Semi Marcov Models 
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سـنجی کـاربرد    ر دانش بیمهاي مارکوف چند وضعیتی در موارد گوناگون د مدل
هایی استفاده کردند که شـامل چنـدین وضـعیت     از مدل 2و واترز 1سوردراپ. دارند

میر زندگی زوجـین توسـط    و بندي مرگ اولین عملکرد مدل. شد متفاوت سلامتی می
توضیح دادنـد   5و همکارانش و دیکسون 4اسپریو و وانگ. صورت گرفت 3نوربرگ

هـاي   بنـدي بیمـه   توانند براي مـدل  هاي وضعیت متناهی مارکوف می که چگونه مدل
 .ندشواستفاده  سودده گوناگون

از قـانون   مشـترك   ۀدر اثـر سـانح   فوت میر و نیروي مرگ ۀدر اینجا براي محاسب
휇	 6گامپرتز = 퐵퐶 این مدل به دلیل داشتن حـداقل پارامترهـا  . شود استفاده می 

نهایـت نقطـه    میر بی و دهد که نیروي مرگ مورد استفاده است چون این اجازه را می
شود و مـا قـادریم    صورت نتیجه واضح نشان داده می این به .یابی کنیم را برون) سن(

اگر چه از مدل . هایی همچون مقادیر مستمري را به نحو مناسبی محاسبه کنیم کمیت
هـا   ایی در مورد اینکه بهترین مدل ممکـن را بـه داده  کنیم اما ادع گامپرتز استفاده می

میـر   و هدف در اینجا به وضوح نشان دادن ترکیب مدل مرگ. نداریم ،ایم برازش داده
ارچوب وابسـته  ه ـبا پوشش مدل چند وضعیتی است کـه چ ) براي سادگی گامپرتز(

   .آنها را نشان دهد

  تحلیل مطالب. 2
ه بـر قراردادهـاي   شکستل سانحه مشترك و سندروم قلب ، بر تأثیر دو عام شواهدي

مناسـب   روشـی   و تمامی این شـواهد بـراي ارائـه    وجود دارد بیمه مشترك زوجین
طول عمر زوجین اختصاص یافته است، کـه   ةماند بندي وابستگی باقی منظور مدل به

                                                                                                          
1. Sverdrup, 1965 
2. Waters, 1984 
3. Norberg, 1989 
4. Spreeux and Wang, 2008 
5. Dickson et al., 2009 
6. Gompertz Law 
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زنـدگی   اي دار این مخاطره روي قراردادهاي بیمـه  تواند تأثیر معنی این وابستگی می
 .مشترك زوجین را مدیریت کند

مـارکوف بـا     بندي وابستگی بین طول عمرها استفاده از مـدل  یک راه براي مدل    
در ایـن رویکـرد برآمـدهاي ممکـن بـه عنـوان تعـداد        . هاي محدود است وضعیت
ها توسـط مـاتریس شـدت انتقـال      ، بین وضعیت انتقال. شوند ها قلمداد می وضعیت

بندي وابستگی تحت این رویکرد از دو مـدل مـارکوف و    راي مدلب. شود کنترل می
شدت انتقال تنها بسته بـه وضـعیت    ،در مدل مارکوف. شود مارکوف استفاده می نیم

بر وضـعیت جـاري    مارکوف شدت انتقال علاوه که در مدل نیم درحالی ،جاري است
  .به مدت زمانی نیز بستگی دارد که در آخرین وضعیت سپري شده است

مارکوف شفافیت و وضوح بسیار بالایی در بیان مفهـوم   هاي مارکوف و نیم مدل
ها در یک مدل چند وضعیتی  توان انتقال وضعیت راحتی می هدارند، به این معنی که ب

جایی از وضعیت تأهل به بیوگی و تـأثیر   هتوان به جاب براي مثال می. را مشاهده کرد
  .نده اشاره نمودما میر زوج باقی و این ضربه روي مرگ

  فرایند مارکوف. 1-2
توان گفت که اگر زمـان را در ایـن    شدن مفهوم کلی فرایند مارکوف می براي روشن

ینـد بسـتگی بـه    اایـن فر  ةگذشته، حال و آینده تقسیم کنیم، آیند ةفرایند به سه دور
که در گذشته طی کرده است و تنهـا بـه موقعیـت آن در زمـان حـال       ندارد مسیري

افتـد،   معین به بعد اتفاق مـی  تعداد پیشامدهایی که از یک لحظه یعنی. وابسته است
دیگر، چنانچـه   عبارت به. مستقل از پیشامدهایی است که قبل از آن اتفاق افتاده است

푡 یند در لحظاتی ماننداوضعیت فر , … , 푡   توان گفت که براي  می  ص باشد، مشخ
این فرایند، تنها آخرین اطلاعات، یعنی وضـعیت فراینـد در    ةبینی حرکت آیند   پیش
  .کافی است 푡  لحظه

,푋(푡)}فرایند تصادفی  :تعریف 푡 ≥  براي  یک فرایند مارکوف است، اگر {0

0 ≤ 푡 ≤ 푡 ≤ ⋯ ≤ 푡 ≤ 푡  و푖 , 푖 , … , 푖 휖푆  و 푛 ≥   ۀرابطــــ 1
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Pr(푋(푡 ) = 푖 	| 푋(푡 ) = 푖 	, … , 푋(푡 ) = 푖 , 푋(푡 ) = 푖 ) 
= Pr(푋(푡 ) = 푖 	| 푋(푡 ) = 푖 	) 

یـک فراینـد    فراینـد ایـن  نامند و  خاصیت را خاصیت مارکوفی میاین . برقرار باشد
  .اول است  مارکوف مرتبه

دوم، وضعیت آینده، هم به وضـعیت فعلـی و هـم بـه      ۀدر فرایند مارکوف مرتب
ترتیـب فراینـدهاي مـارکوف     همـین  ش از این وضعیت بستگی دارد، بـه وضعیت پی

 . یابند مراتب بالاتر ادامه می

بنـدي   فرایندهاي مارکوف بر اساس پارامتر زمـان و فضـاي وضـعیت خـود رده    
توانـد یـک فراینـد     شوند، بر اساس فضاي وضعیت، یـک فراینـد مـارکوف مـی     می

  .وضعیت پیوسته باشدمارکوف وضعیت گسسته یا یک فرایند مارکوف 

 مشخصات مدل مارکوف . 1-1-2

  نمایی از مدل مارکوف .1شکل 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 4در اینجـا  . شود بیان می 1راحتی توسط شکل  مارکوف در این مطالعه بهفرایند 
هاي ممکن، توسط پیکانی که  وضعیت براي یک زوج در هر موقع از زمان در حالت

،  فراینـد . هاسـت نشـان داده شـده اسـت     ممکن بین وضعیتهاي  انتقال  ةدهند نشان

0وضعیت  
 هر دو زنده

1وضعیت   
 زن زنده 

 شوهر فوت شده

2وضعیت   
 شوهر زنده

 زن فوت شده

3وضعیت   
 هر دو فوت شدند

휇  
 

휇∗  

휇∗ 휇  
 

휇  
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푋(푡)را دارد براي مثال اگر } 0و1و2و3{ فضاي وضعیت = به این معنی   باشد 0
کنـیم کـه نیـروي     فـرض مـی   .هسـتند   زنده  푡 هر دو زن و شوهر در زمان      است که

. وابسته به سن است نه به وضعیت تأهـل او ) چه زن و چه مرد(یک فرد  میر و مرگ
푥 میر یک زن متأهل و نیروي مرگ + 푡 عوامـل جـز     ۀساله با وجود اثرگذاري هم ـ
푥 میر براي زنی کـه در سـن   و نیروي مرگ  نیز و  휇 ، مشترك ۀعامل سانح + 푡 

ترتیـب نیـروي    همـین  به. باشد می ∗휇؛ سالگی همسر خود را از دست داده است
y میر براي مرد متأهل و مرگ + t عوامل جـز عامـل سـانحۀ     ۀساله با اثرگذاري هم 

و نیز براي مردي در همین سـن کـه همسـر خـود را از دسـت داده       휇مشترك 
휇∗ است.  

منتقـل   3بـه   0شود فرایند مسـتقیماً از وضـعیت    باعث می مشترك  ۀسانح عامل 
، فـوت   ، بـدون ایـن انتقـال    هاي مدل اسـتاندارد مـارکوف   با استفاده از فرضیه. شود
 0جایی از وضـعیت   هشدت جاب ، μ  زمان در این مدل غیرممکن است همچنین هم

راحتـی عملـی    این فرضیه به .باشد می) زمان(است که مستقل از سن  3به وضعیت 
آوري شـده   مشـترك جمـع    ۀ، بر اثـر سـانح   امل در مورد فوتاست اگر اطلاعات ک

میر کلـی،   و که نیروي مرگ است مشترك به این معنی  ۀاستفاده از انتقال سانح. باشد
x لبراي یک زن متأه + t  ساله برابر باμ + μ   مشابه براي یـک    طور به و

y مرد متأهل + t ساله برابر با μ + μ است.     
  :شود ، الگوي احتمال انتقال به صورت زیر دنبال می ها در بسیاري از مدل

푝	 = Pr(푆 = 푗	| 푆 = 푖)					푖, 푗 = 0,1,2,3				푥, 푡 ≥ 0 
 ۀفرضـی  ۀتکنیکـی بـه اضـاف    ۀنیازمند دانستن چند فرضـی مالات این احت ۀمحاسب

   .مارکوف است

شود  نامیده می h ،o(h) دو انتقال یا بیشتر از آن در فاصله کوچک  احتمال  :1فرض 
lim   :که طوري تابعی است به(.)o  که در آن  →

( ) = 0  
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 i آینده از وضـعیت سال  t  ساله حداقل تا  xاحتمال اینکه یک فرد ( 	푝 :2فرض 
  .است t، تابعی فارغ از  )منتقل شود  j به وضعیت 

 - برابـري چـپمن      را بـا اسـتفاده از   	푝 توان حال با داشتن این دو فرضیه می
  :نوشت صورت این توان به ، که می محاسبه کرد 1کولموگروف

휕
휕푡
푃(푥, 푥 + 푡) = 푃(푥, 푥 + 푡)	푟(푥 + 푡)								푥, 푡 ≥ 0 

  :که در آن
 푃(푥, 푥 + 푡): هاي ماتریسی است که درایه  (i,j) ام ماتریس푝	   را نشـان

 .دهد می

  푟(푥 + 푡) : یـا مـاتریس شـدت نیـز نامیـده       کوچـک   نهایت بیماتریس مولد

푟(푥ام در   (i,j) ۀدرای. شود می + 푡) صورت به
													휇 										; 				푖 ≠ 푗
−∑ 휇 (푥 + 푡)		; 					푖 = 푗

�			 

  .است
  :زیر برقرار است عبارت h>0هاي چند وضعیتی براي  در مدل :3فرض 

푝	 = 1 − ℎ	∑ 휇 + 표	(ℎ)   

؛ که براي   آوردیم دست عباراتی را براي کمک به حل احتمالات انتقال به ادامه   در
  :کنیم میها را تعریف کرده و ثابت  نمونه برخی از این رابطه

 : 푝	 در وضعیت صفر باشند  y و  x   احتمال این است که یک زوج به سن  :
 .در همین وضعیت باقی بمانند   t   تا زمان        و 

 푝	 :ن احتمال این است که یک ز  x  تا زمان        باشد و  یک در وضعیتساله  

 t   در همین وضعیت باقی بماند. 

  : 푝	 در وضعیت صفر باشند  y و  x  احتمال این است که یک زوج به سن:
 .به وضعیت یک منتقل شوند t  زمان تا        و 

                                                                                                          
1. Chapman-Kolmogorov 
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 푝	 :  ــک ز ــه ی ــت ک ــن اس ــال ای  ــ x   ناحتم ــر خ ــه همس ــاله ک د را وس
  .یک به وضعیت سه منتقل شود وضعیت از   t   تا زماناست  داده ازدست

  :کنیم صورت بیان می این طورکلی این نمادها را به به
푝	 : = 푒푥푝	 − ∫ (휇 + 휇 + 휇 )푑푠   

푝	 = exp −∫ 휇∗ 푑푠 		   

푝	 = exp −∫ 휇∗ 푑푠 	  

푝	 : =	∫ 푝	 : 휇 	 푝	 		푑푠  

푝	 : =	∫ 푝	 : 휇 	 푝	 		푑푠  

푝	 =	∫ 푝	 		휇∗ 	푑푠	  
푝	 =	∫ 푝	 		휇∗ 	푑푠	  

  برآورد پارامترها. 2-1-2
 تابع چگالی تـوأم . هر باشند  عمر زن و شو ةماند ترتیب باقی    به 푇و  푇فرض کنید 

푇  و푇 شود صورت زیر بیان می به:  

푓 ,
(푢, 휐) 	= 	

	 푝	 : 	 푝	 		휇 	휇 										
∗

푝	 : 	 푝	 		휇 	휇 											
∗

푝	 : 		휇 																													푢 = 휐	

� 

نمـایی را از تـابع    توان ماکسیمم درسـت  با داشتن تابع چگالی توأم دو متغیره می
ها برقرار  ها در داده فرض کنید استقلال بین زوج. نمایی برآورد نمود درستلگاریتم 

ت توانــد بــه صــورت مجمــوع ســه قســم نمــایی مــی باشــد تــابع لگــاریتم درســت  
		푙 , 푙 , 푙نوشته شود.  

푙 = 푙 + 푙 + 푙  
푙 = ∑ −∫ 휇 + 휇 + 휇 푑푡 +	푑 	푙푛휇 +
푑푖2 푙푛휇푥푖+휐푖+푑푖3 푙푛휇03   
푙 = 	∑ −∫ 휇∗ 	푑푡 + 	ℎ , 푙푛	휇 ,

∗ 	,   

푙 = 	∑ −∫ 휇∗ 	푑푡 + 	ℎ , 푙푛	휇 ,
∗ 	,   
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  :که در آن
 n ؛ها داده ۀجموع تعداد زوجین در مجموعم 

 		(m )		mۀکـه همسـر خـود را در مجموع ـ   ) مردان(تعداد زنان      مجموع 
 ؛اند ها از دست داده داده

 휐 زوج انتقال شده تا  مدت زمان سپريi      ها؛ وضعیت از وضعیت صفر به دیگر ام 

 푑 = 푡در  j ام از وضعیت صفر به وضعیت      i اگر زوج 1 = 휐 جـا   بـه  جا
푖. شود = 1, … , 푛  وj = 1,2,3 

 푢 , )푢 که همسـر  ) مردي(زنی ) امینk(امین j تاشده  مدت زمان سپري) ,
j .خـــارج شـــود) 2( 1داده و از وضـــعیت  خـــود را ازدســـت = 1,… ,m  و
k = 1,… ,m 

  ℎ t داده در زمان که همسرش را ازدستامین زنی j اگر , = u   .فوت کند ,

 h t داده در زمـان  دسـت ش را ازکه همسـر امین مردي kاگر  , = u , 

  .فوت کند

  y  اي قـرارداد وارد سیسـتم بیمـه    بسـتن سنینی هستند که زن و مرد با  x	و	
 .شوند ها محسوب می ام دادهiاند و به این ترتیب زوج  شده

ماکسـیمم   ،تـوانیم  نمـایی مـی   کردن سه قسمت تابع لگـاریتم درسـت   با ماکسیمم
  .نمایی شدت انتقال در هر وضعیت را برآورد کنیم درست

 ۀنمـایی نیازمنـد بـه تعریـف فـوت در اثـر سـانح        لگاریتم درست ۀبراي محاسب
بـاره   ، درایـن  مشترك هستیم با وجود اینکه اطلاعات قطعی نیز در مورد دلیل فـوت 

휇	 میـر از قـانون گـامپرتز    و نیروي مـرگ  ۀبراي محاسب جادر این .نداریم = 퐵퐶   

 .شود استفاده می) شود که نسبت به سن ثابت فرض می μجز  به(
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  برآورد پارامترهاي گامپرتز در مدل مارکوف. 1جدول
    B  انحراف استاندارد  C  انحراف استاندارد  

휇	  زنان  7-10×754/9  8643/0  1290/1  8086/0  
휇∗  5-10×586/2  7421/0  0982/1  3103/0  

휇	  مردان  5-10×553/2  8573/0  0981/1  1417/0  
휇∗  4-10×795/3  2691/0  0715/1  1111/0  

ــدول  ــد  1در ج ــادیر برآوردش ــارکوف     ةمق ــدل م ــامپرتز از م ــاي گ پارامتره
 مشـترك   ۀعامـل سـانح   مقـدار . هـا نشـان داده شـده اسـت     شده بـه داده  داده برازش

   . شده است   برآورد %6455/0د و انحراف استاندار 1394/0% 

  زنان و مردان ةمیر براي هر دو وضعیت بیو و نیروي مرگ .1 نمودار

  
 ـهاي مختلـف بـرازش دادیـم؛     میر را به وضعیت و   نیروي مرگ 1نمودار در   لقاب

مشـترك و   ۀکه براي هر دو جنسیت زن و مرد با پذیرش عامل سانح استمشاهده 
؛    ومیر بعد از داغدیدگی را در مدل داریم روز به آن افزایش نیروي مرگ 5تخصیص 

پذیرد؛ براي مثـال   توان مشاهده کرد که داغداري تأثیر زیادي از سن می همچنین می
 70میر براي زنی که شوهرش در قیـد حیـات اسـت تـا تقریبـاً سـن        و نیروي مرگ
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که براي زن بیوه در  یابد درحالی سالگی ثابت است؛ و پس از آن سرعت بیشتري می
داغدارشدن در حال افزایش است ولی نه  میر از ابتداي و سالگی نیروي مرگ 70سن 

سالگی شیب بیشتري پیدا کرده و به سـرعت   70چندان زیاد ولی تقریباً بعد از سن 
 . در حال افزایش است

میر مردان از همان  و شود نیروي مرگ نمودار مردان با زنان مشاهده می ۀبا مقایس
دادن همسر براي  ازدست ابتدا در حال افزایش است؛ همچنین که تأثیر داغدارشدن و

میـر بـا مقـدار     و یک مرد خیلی بیشتر از یک زن است چرا که تقریبـاً نیـروي مـرگ   
سالگی و براي مردي با شرایط مشـابه   75براي یک زن بیوه در سن  03/0حدودي 
  .سالگی است 60در سن 

  مارکوف یمنمشخصات مدل  .2-2
شدگان به طور عمده بیشـتر از فـردي    بیوهمیر  و رسد که نیروي مرگ نظرمی معقول به

ك متأهل در سنین مشابه باشد؛ همچنین این امـري منطقـی اسـت کـه تـأثیر دردنـا      
هـاي   هاي اول بسیار شدیدتر از زمان مانده در ماه روي سلامتی زوج باقی داغدیدگی
، از تـأثیر   شناختی آمده از علوم پزشکی و جمعیت دست در واقع نتایج به. دیگر است

میـر   و مدت این ضربه بر نیروي مرگ عنوان تأثیر عامل کوتاه سندروم قلب شکسته به
میـر بعـد از    و بنـدي نیـروي مـرگ    توابع پارامتري براي مدل از .کنند مانده یاد می زوج باقی

    :کنیم داغدیدگی استفاده می
  : است داده دست را از ه همسر خودبراي زنی ک

휇∗(푥, 푡) = (1 + 푎 푒 )(휇 + 휇 ) = 퐹 (푡)(휇 + 휇 ) 
  : است ادهد دست مردي که همسر خود را از  براي 

휇∗(푦, 푡) = (1 + 푎 푒 ) 휇 + 휇 = 퐹 (푡)(휇 + 휇 )  
푎 که  > 푘و  1− > 푗براي  0 = مدت زمان از شروع داغدیدگی t و   1,2

میري است  و مرگمیر پس از داغدیدگی نسبتی متناظر با نیروي  و نیروي مرگ. است
در ابتـدا نیـروي   . داد که اگر عامل داغدیدگی ناشی از فوت یکی از زوجین رخ نمی

100푎          میر بـا وجـود عامـل داغدیـدگی بـا درصـدي از       و مرگ  بـراي زنـان و   %
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100푎  شکسـته   ري عامل سندروم قلب تأثیرگذابا  .یابد براي مردان افزایش می     %
 در حال افزایش است جمله نمایی فاکتورهاي    t     که   همچنان

 F (t)(μ + μ Fو  ( (t)(μ + μ ــاهش و در   ( ــال کـ در حـ
F نهایت (t)  وF (t)  )پارامترهـاي . کننـد  به یک میل مـی ) عوامل افزاینده k  و
k باشـند  اثر زمان تا از بین رفتن تأثیر سـندروم قلـب شکسـته مـی     ةکنند منعکس .

  .نمایش داده شده است 2  لمارکوف در شک خصوصیات مدل نیم
مارکوف نمایی از مدل نیم .2شکل    

  
  
  
  
  
  
  
  
 

  برآورد پارامترها. 1-2-2
 ریمیر بعد از داغدیدگی است مقاد و مارکوف تنها متأثر از نیروي مرگ چون بسط نیم
μ , μ , μ      بـا  . تفاوت معنایی و مفهومی در مقایسـه بـا مـدل مـارکوف ندارنـد

ــادیر  μ پارامترهــاي ةبرآوردشــداســتفاده از مق , μ , μ ــی ــاي  م ــوان پارامتره ت
براي  푙 نمایی تابع درست. نمایی برآورد نمود ماکسیمم درست ۀوسیل مانده را به باقی

푘 پارامترهاي   :صورت زیر است به 푎	و
푙 = ∑ −∫ (1 + 푎 	푒 ) 퐵 퐶 + 휇 푑푡, 	�  

+	 �ℎ , 	푙푛 (1 + 푎 푒 )(퐵 퐶 + 휇 )  

  0وضعیت 
  هر دو زنده

  1وضعیت 
  زن زنده

  شوهر فوت شده

  2وضعیت 
  شوهر زنده

 زن فوت شده

  3وضعیت 
  هر دو فوت شدند

휇  

휇( , )
∗  

휇( , )
∗  휇  

 
휇  
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C ــت  B	و	 ــیمم درس ــرآورد ماکس ــراي  ب ــایی ب C نم ــتند B	و	 ــابع . هس ت
푘 نیز براي 푙 جزئی نمایی درست ترتیـب   همین به 푙 با تعویض پارامترهاي 푎	و

  .آورد دست توان به می
تـابع   .مارکوف را برآورد کـرد  توان پارامترهاي نیم می  푙و  푙کردن  با ماکسیمم

  :صورت زیر است   به 푙 نمایی کامل لگاریتم درست
푙 = 푙 + 푙 + 푙  

= ∑ −∫ 휇 + 휇 + 휇 푑푡 +	푑 	푙푛휇 +
푑 	푙푛휇 + 푑 	푙푛휇 	�  

−∫ (1 + 푎 	푒 ) 	휇 + 휇 푑푡, + ℎ , 	푙푛 (1 +
푎 푒 )(	휇 + 휇 )   

−∫ (1 + 푎 	푒 ) 휇 + 휇 푑푡, + �ℎ , 푙푛 (1 +
푎 푒 )(휇 + 휇 )   

푛یابیم  بالا در می هاي از برابري − 푚 که وارد  است، شامل زنانی  شده مشاهده
푢 اند پس شدگی نشده وضعیت بیوه ℎ صفر است و طبیعتاً برابر با  ,  نیز مقـدار  ,

푗گیرد وقتی میصفر را  = 1,2, … , 푛 − 푚 	. 

,풌ퟐبرآورد پارامترهاي  .2جدول  풌ퟏ, 풂ퟐ, 풂ퟏ مارکوف در مدل نیم  
  انحراف استاندارد  برآورد    

푎	  زنان  3548/3  0657/0  
	푘  5019/0  1529/0  

푎	  مردان  0836/11  0350/0  
	푘  9206/7  1043/0  

푘برآورد پارامترهاي  , 푘 , 푎 , 푎  نشان  2و انحراف استانداردشان در جدول
مارکوف داشـتن تعـداد    ها در استفاده از مدل نیم یکی از محدودیت. داده شده است

مارکوف فقـط از   به این دلیل که پارامترهاي نیم. قطعیت است پارامترهاي بالا با عدم
با این حال . دارندکار هاي بعد از داغدیدگی سرو با فوت ها یعنی از داده  تعداد کمی

بیـانگر ایـن     هستند و این امر  اي بالاتر از صفر میزان قابل ملاحظه ،هر چهار پارامتر
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푎است که به هر دو پارامتر    پارامترهـاي  دادن تأثیر میزان داغدیـدگی و   براي نشان  
푘شدن اثر داغدیدگی یعنی  سرعت کم   .نیازمند هستیم  

  شدن س از داغدارمیر طی دوره زمانی پ و نیروي مرگ .2 نمودار

   

  مارکوف در مدل نیم 푭ퟐ(풕)  و  푭ퟏ(풕) هاي  عامل .3 نمودار
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را ملاحظـه فرماییـد کـه نشـان      2، نمودار مارکوف حال براي فهم بهتر مدل نیم
، متفاوت  مختلف  هاي میر براي هر دو جنس زن و مرد در سال و دهد نیروي مرگ می

  :اند میر تقسیم شده و مقادیر به صورت سه نیروي مرگ .است
  : 휇 ( )|

∗  ؛گیدمیر در طی یک سال پس از داغدی و مرگ  نیروي  

 : 휇 ( )|
∗  ؛یدگی دو سال پس از داغد   طی  میر در و مرگ  نیروي   

 : 휇 ( )|
∗  .از دو سال پس از داغدیدگی    میر بعد و مرگ  نیروي   

بیشتر  ،شده میر زن کمتر از یک سال بیوه و میزان نیروي مرگکنیم که  مشاهده می
 .اسـت  بیـوه شـده   میـر زن کمتـر از دو سـال و بیشـتر از دو سـال      و از نیروي مرگ

تفاوت  شده بیوه میر زن کمتر از دو سال و بیشتر از دو سال و که نیروي مرگ درحالی
سـالگی   70شدن تقریباً بعد از سـن   و بیوه عامل داغداري. دیگر نداردچندانی با یک

گذارد، این امر تا حـدودي   میر زنان می و تأثیرگذاري بیشتري بر هر سه نیروي مرگ
هـاي اول و دوم   ، مضاف بر اینکه سـال  میر مردان نیز مشهود است و در نیروي مرگ

همسر دادن  دادن همسر براي مردان در درازمدت تأثیرگذارتر از زمان ازدست ازدست
  .بعد از دو سال است

퐹 توان دریافت که چگونه عوامل افزاینده  نیز می   3نمودار از  (푡)  و  퐹 (푡) در
بر یک سال پس از داغدیدگی تمرکـز   3نمودار ستون اول   . کنند طول زمان تغییر می

اند  داده که مردانی که همسر خود را ازدست این است  دهنده دارد که به وضوح نشان
از . انـد  به مراتب بیشتر از زنان با همین شرایط تحت تـأثیر عامـل داغدیـدگی بـوده    

توان نتیجه گرفت که تأثیر قلب شکسته در زنـانی کـه    نیز می نمودارستون دوم این 
  .اند در مقابل مردان با این وضعیت ماندگارتر است داده همسر خود را ازدست
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  گیري بندي و نتیجه جمع. 3
  وابستگی ربعی مثبت. 3- 1
، استفاده   شود هاي مارکوف بیان می منظور درك وابستگی بلندمدت که توسط مدل به

 2لهمـن  این موضوع اولـین بـار توسـط   . لازم است ١از مفهوم وابستگی ربعی مثبت
یک صورت از وابستگی بین متغیرهـاي تصـادفی    وابستگی ربعی مثبت  . معرفی شد

X  و Y  است صورت این آن به  طه، که راب است:  
Pr	[(푋, 푌) ≤ (푥, 푦)] ≥ Pr[푋 ≤ 푥] Pr	[푌 ≤ 푦] 

  :طور معادل یا به
Pr	[(푋, 푌) > (푥, 푦)] ≥ Pr[푋 > 푥] Pr	[푌 > 푦] 

را   Xو مقادیر بزرگ   Yرا به مقادیر کوچک  Xک به این معنی که مقادیر کوچ
طول عمر  ةماند باقی    푇و   푇 کنیم حال فرض می .دهد پیوند می  Yبه مقادیر بزرگ 

در صورتی وابستگی ربعـی   푇   و  푇 ،  طول عمر يها مانده باقی. زن و شوهر باشند
  :زیر باشند صورت دو از طریق روابط بالا و بازنویسی آنها به ، که مثبت دارند

Pr(푇 ≤ 푡	| 푇 ≤ 푠) 	≥ Pr	(푇 ≤ 푡)						∀푡, 푠 ≥ 0 
  و

Pr(푇 > 푡	| 푇 > 푠) 	≥ Pr	(푇 > 푡)						∀푡, 푠 ≥ 0 
امید  ، که همسرش براي مدت طولانی زنده باشد هر فرد درصورتییابیم که  درمی

که همسرش زود فوت کند امید به زنـدگی   و درصورتی  تري دارد به زندگی طولانی
  .کمتري خواهد داشت

  ۀکه مؤلف هاي مارکوف درصورتی شده در مدل ثابت کرد که مطالب بیان 3نوربرگ
  :که طوري به   ، درست است مشترك وجود نداشته باشد  ۀسانح

휇 ≡ 휇∗ 휇				و			 ≡ 휇∗ 			⟺ 푇	مستقل	هستند			 푇و  

                                                                                                          
1. Positive Quadrant Dependence (PQD) 
2. Lehmann, 1966 
3. Norberg, 1989 
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휇 ≤ 휇∗ 휇					و					 ≤ 휇∗ 	⟺ 푇		وابستگی	ربعی	مثبت	دارند 푇و  

کـه نیـروي    طول عمر زوجین درصـورتی  ةماند ، باقی سانحه مشترك ۀبدون مؤلف
زمـانی  . یکدیگر مستقل هسـتند  ز، ا میر قبل و بعد از داغدیدگی مساوي باشد و مرگ

تـایج  ن ،کنیم را در مدل مارکوف دخیل می ) μ( مشترك ۀکه انتقال وضعیت سانح
  :نوربرگ کمی تغییر خواهد کرد

휇 + 휇 ≤ 휇∗ 휇		و		 + 휇 ≤ 휇∗ 	⟺ 푇	وابستگی	ربعی	مثبت	دارند 푇و  
میـر   و اگر نیـروي مـرگ  	نیز μحتی با وجود  که دکن نیز ثابت می) 1392(تعجبیان 

  .برقرار خواهد بوددر مدل مارکوف  PQDقبل و بعد از داغدیدگی مساوي باشد 
F هاي افزاینده  مارکوف عامل در مدل نیماما  (t)  وF (t)     براي هرt   تر  ، بزرگ

میر متنـاظر   و میر بعد از داغدیدگی بیشتر از نیروي مرگ و نیروي مرگ. یک هستنداز 
، زیـرا در   مارکوف همیشه برقرار نیست نیم در PQD .با آن قبل از داغدیدگی است

،  اند فرصـت بهبـود و بازیـابی دارنـد     داده این مدل کسانی که همسر خود را ازدست
ها  اي که مدت سالهx میر زن  و نیروي مرگ ، کند بیان می PQDبالا  ۀچون طبق رابط

که تـازه شـوهرش را    است اي ساله xگذرد بیشتر از زن  از زمان فوت شوهرش می
مـارکوف زن   ، چـون در نـیم   مارکوف است و این خلاف فرض نیم  است داده ازدست

  .اول فرصت بهبودي بیشتري نسبت به زن دوم دارد

  مفاهیمی براي مقادیر مستمري. 2-3
میـر بعـد از    و افـزایش مـرگ   ةدهنـد  مـارکوفی نشـان   هاي مارکوفی و نیم دو مدل هر

زمـانی  . ، در این مقوله متفاوت اسـت  اگرچه میزان شدت هریک. داغدیدگی هستند
مـدل    دهـد،  بازیـابی بهبـودي را بعـد از داغدیـدگی مـی       ةرکوف اجاز  ما که مدل نیم

در . کنـد  ر حال افزایش فرض مـی میر را به صورت دائمی د و ، نیروي مرگ مارکوف
  .دهیم ادامه تأثیر این تفاوت را روي مقادیر مستمري مورد بررسی قرار می
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  نسبت حالت وابسته به استقلال مستمري آخرین بازمانده در مدل مارکوف .4نمودار 

  

∗흁풙نسبت  .5نمودار 

흁풙 흁ퟎퟑ
∗흁풚 و  

흁풚 흁ퟎퟑ
  شده از برازش مدل مارکوف محاسبه 

  

  
  مارکوف نسبت حالت وابسته به استقلال مستمري آخرین بازمانده در مدل نیم. 6نمودار 
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 ةدهنـد  نشان 4عدي ب نمودار سه. دهیم د بررسی قرار میابتدا مدل مارکوف را مور
طـول عمـر زوجـین بـه       نسبت مقادیر مستمري آخرین بازمانده در حالت وابستگی

هاي موجود در ایـن   تمام نسبت. فرض طول عمر مستقل تحت مدل مارکوف است
دهد در صورت استفاده از فرض استقلال بـین   نمودار کمتر از یک است و نشان می

 ـ. شـود  گذاري می طول عمرها مستمري آخرین بازمانده بیش از حد قیمت ین همچن
ها وقتی تفاوت سنی بین زوجین  بت مستمريکه نس کنیم در این نمودار مشاهده می

این مشاهدات بر این موضوع دلالت دارد که تأثیر وابستگی  .، کمتر است بیشتر باشد
زیـادتر      |x-y| دارتر از زمانی اسـت کـه فاصـله سـنی     ، قابل توجه و معنی بلندمدت

اسـتفاده از   توان با این نامتقارن بودن را می. نامتقارن است 2بعدي  نمودار سه. است
نسبت 

∗
 و  

∗
هـا از   کنـیم نسـبت   مشاهده می 5نمودار  از .توضیح داد  	

تفاوت جنسی در تأثیرپـذیري از   ةدهند و این موضوع نشان  یکدیگر متفاوت هستند
  .میر زوجین است و عامل داغدیدگی روي مرگ

 ةدهنـد  نشـان  6 نمـودار . دهـیم  مـی مارکوف را مورد بررسی قرار  سپس مدل نیم
طـول عمـر زوجـین بـه      ۀنسبت مقادیر مستمري آخرین بازمانده در حالـت وابسـت  

 دکنی ـ مشاهده مـی . مارکوف است ل نیمطول عمر مستقل آنها با استفاده از مد  ۀفرضی
  .ها به یک نزدیک هستند که نسبت

  گیري بحث و نتیجه. 4 
امـا  . وجود داردوابستگی توان دریافت که بین طول عمر زن و شوهر  به وضوح می

هاي  از طریق مدل. ، کافی نیست صورت مشاهدات تجربی ماهیت وابستگی صرفاً به
میر را برازش دادیم و بهتـر بـه دو جنبـه از     و هاي مرگ ، داده ها مارکوفی به مستمري

 μ مشـترك    ۀ، عامل سانح تدااب. ردیمتفاوت وابستگی بین طول عمر زوجین پی ب
بـار روي زنـدگی هـر دو زوجـین      اي مصیبت کند ریسک ناشی از حادثه که بیان می

Fعوامـل   وسـیله  بـه  مـارکوف  دوم اینکه در مدل نیم. گذارد تأثیر می (t)  وF (t)    
 .ي کردیمگیر فوت یکی از زوجین را اندازه ۀمیر ناشی از ضرب و مرگ
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، چرا که باید  مارکوف وجود دارد هر دو مدل مارکوف و نیم هایی در نقطه ضعف
هـا   تعداد زیادي از پارامترهاي وابسته را وارد مدل کـرده و بـه حجـم کمـی از داده    

کننـد   هاي تقریباً بزرگی میل می پارامترهاي برآوردشده به واریانس. اختصاص دهیم
ه بـرآورد ماکســیمم  هـا نتیج ــ کـردن تعـداد کمــی از داده   کــردن یـا اضــافه  و بـا کـم  

  . گیرد صورت قابل توجهی تحت تأثیر قرار می مایی بهن تدرس
مـارکوف اسـتفاده از    هـاي مـارکوف و نـیم    شاید یکی از معایب استفاده از مدل   

ي بندلمداي گامپرتز برن قانوپارامترهاي نسبتاً زیاد در برآورد مـدل باشـد، اگـر از    
پـارامتر نیـاز    9ر مدل مارکوف به بـرآورد  ده کنیم دستفااي اعمر حاشیهل یع طوزتو

، دو پارامتر از هر حالت وضـعیت تأهـل و    مشترك  ۀیک پارامتر عامل سانح(داریم 
  . ترتیب است همین مارکوف نیز به براي مدل نیم). بیوگی براي زن و مرد

منـدي از پارامترهـاي اضـافی بـه      مقایسه به صورت کمـی بـراي ارزیـابی بهـره    
هـاي   زیـرا مـدل   ؛ستا هاي مارکوف امر دشواري شده در مدل داده شبراز  هاي مدل

 ؛انـد  ، بـرازش داده شـده   نمـایی جزئـی   مارکوف با استفاده از درسـت  مارکوف و نیم
نمـایی   هـاي درسـت   بـر روش  توان از معیارهـاي مبتنـی   معنی که به آسانی نمی این به

  .دیگري استفاده کرد
مارکوف  هاي مارکوف و نیم در استفاده از مدلباوریم که مزایاي دیگري  اما براین

  :باشند وجود دارد که به شرح زیر می
میـر بـه جـاي تـابع      و میر استفاده از نیروي مـرگ  و به مرگ در مطالعات مربوط -
مـارکوف در اثـر    هاي مارکوف و نیم مدل ۀساختار وابست. امري طبیعی است ،توزیع

کـه   میر کاملاً واضح اسـت درصـورتی   و ناشی از داغدیدگی روي نیروي مرگ بۀضر
و هـیچ یـک از ایـن     هـا کمتـر مشـخص اسـت     این مسئله در استفاده از دیگر مدل

میر  و به طور مستقیم تأثیر داغدیدگی را روي مرگ 1ها هاي دیگر همچون مفصل مدل
مارکوف بـا ملاحظـه    هاي مارکوف و نیم با استفاده از مدل  .کنند بازماندگان بیان نمی

                                                                                                          
1. Copulas 
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مدت و بلندمدت ناشی از داغدیدگی روي  ها و تأثیر کوتاه هاي بین وضعیت تقالبه ان
  .توان متوجه ماهیت وابستگی بین زندگی زوجین شد ، به سادگی می میر و مرگ
F هاي  با معرفی عامل - (t)  وF (t)    ناشی  ۀضربتوان  میمارکوف  در مدل نیم

 ،را کنتـرل کـرد   )شـود  مـی بـا گذشـت زمـان کـم      کـه ( از سندروم قلـب شکسـته  
  .است هاي دیگر امر دشواري  انجام این کار با مدل که درصورتی

بـه   به زندگی یک فرد که شـامل اطلاعـات راجـع    هاي مربوط فرض کنید داده -
مـا حتـی بـا اسـتفاده از     . سـت را داریـم  رد در لحظـه فـوت او  وضعیت تأهل هر ف

طریـق   از را مانده باقی توانیم طول مدت زمان بیوگی زوج رویکردهاي مارکوفی می
هاي دیگر اگر اطلاعـی از سـن    براي روش    .محاسبه کنیم نمایی تابع لگاریتم درست

 یکی از زوجین در قید حیات یا سـن همسـرش در زمـان فـوت را نداشـته باشـیم      
و تنهـا     کـافی نیسـت   این اطلاعـات چون  ،آنها بهره برد  ۀساختار وابست از توان نمی
  .کاربرد دو متغیره را به هاي توان داده می

، وضعیت زوجین  ، جنسیت توانیم یک زندگی را با دانستن سن ترتیب می همین به
هـا و   گـذاري  تـوان ایـن قیمـت    می  . بندي کنیم مدل) و طول مدت زمان بیوگی آنها(

  هاي یک فرد متأهل مسن یا بیوه هاي زندگی و مستمري ها را براي مستمري ارزیابی
  .بخشیدمسن بهبود 

  پیشنهادها. 5 
میـر   و مـرگ   ۀسازي ساختار وابست تواند روي مدل هاي بیشتري می پس پژوهش ازاین

از دیگـر  . هـاي مـارکوفی انجـام شـود     مشترك زندگی زوجین در چـارچوب روش 
طـول عمـر     ۀکردن ساختار وابست توان به اصلاح هاي آینده می مباحث براي پژوهش

میـر زنـدگی    و بنـدي مـرگ   ي مارکوفی براي مدلها زندگی مشترك زوجین در مدل
هـاي   میـر در وضـعیت   و همچنین ارتباط بین نرخ مرگ .مشترك زوجین اشاره نمود

بررسی این یا  ردهاي بیشتري دا نیاز به بررسی و مقایسه ،هاي بیوه متأهل و وضعیت
از دیگـر  . تواند تغییر کند مشترك با سن زن و شوهر می  ۀچگونه عامل سانحامر که 
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توان به این موضوع اشاره کرد که مـا فقـط تـأثیر نزولـی سـندروم قلـب        مسائل می
توان نرخ شدت براي انواع گونـاگون   که می درصورتی ،ایم بندي کرده شکسته را مدل

 .بندي کرد را نیز مدل ... ، جنس و ها همچون سن ضایعه

مـارکوف مـورد    هاي مارکوف و نیم وابستگی ربعی مثبت را بر مدل الهمقدر این 
آمـد ولـی    دست شرایط وابستگی ربعی مثبت در مدل مارکوف به. بررسی قرار دادیم

 ـ  هایی در رد وجود وابستگی ربعی مثبت در مدل نیم بالعکس مثال ان مارکوف نیـز بی
ضـوع بـالقوه در مـورد    کشیدن یـک مو  تواند به چالش اي آینده میه پژوهشاز . شد

  .مارکوف باشد میر نیم و بررسی شرایط وابستگی ربعی مثبت در مدل مرگ
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